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DÉMONSTRATIONS  NOUmiES 

h  IbMrèM  de  Legendre  sir  les  triangles  sphéri<|iies  doil  les  elles  sent 
très-petits  relatiVeieit  an  rayon  de  la  sphère  {*)\ 

Par  m.  a.  TISSOT. 


Dans  la  rësolution  de  chacun  des  triangles  que  Ton 
forme  k  la  surface  de  la  terre,  soit  pour  déterminer  Ta 
longueur  d'un  arc  de  méridien,  soit  pour  construire  la 
carte  d'un  pays,  on  connaît  toujours  les  angles  ainsi  que 
l'un  des  côtés,  et  il  s'agit  d'obtenir  les  deux  autres  côtés 
du  triangle.  Si  l'on  voulait  alors  employer  les  formules 
de  la  trigonométrie  sphérique,  on  aurait  à  faire  usage  de 
la  plus  simple  de  toutes,  l'analogie  des  quatre  sinus ^ 
cependant  une  pareille  méthode  ne  saurait  convenir  pour 
la  rapidité  des  calculs,  car  c'est  la  longueur  du  côté  de 
départ  qui  est  donnée  directement,  non  le  nombre  de 
subdivisions  du  degré  qu'il  contient,  et  c'est  aussi  en  les 
rapportant  &  l'unité  de  longueur  que  Ton  veut  évaluer  les 


(*)  Voir,  t.  XV,  p.  354  et  t.  XVl,  p.  53,  une  discassion  sur  ce  théorème 
entre  deux  géomètres  de  grand  mérite  et  qui  m*a  aliéné  Taroitié  de  l'un. 
d  eux  :  Cenus  irritahile  geomelrarum.     Tm. 


(6) 
deux  autres  côtés.  La  même  méthode  conviendrait  encore 
moins  pour  Texactitude  des  résultats  ;  en  effet,  quand  bien 
même  le  rayon  de  la  sphère  qu'il  faudrait  employer  se- 
rait suffisamment  connu,  les  angles  au  centre  correspon- 
dants aux  côtés  étant  irès-petits,  les  Tables  irigonométri- 
ques  ordinaires  ne  fourniraient  pas  assez  d^ approximation . 
On  a  donc  imaginé  d'autres  procédés;  le  plus  générale- 
ment employé  est  celui  de  Legendre,  qui  consiste  à  sub- 
stituer la  résolution  d'un  triangle  rectiligne  à  celle  du 
triangle  sphériquc. 

Les  appareils  destinés  aux  opérations  géodésiques  de 
J787,  pour  la  jonction  des  observatoires  de  Paris  et  de 
Greenwich,  ne  pouvaient  manquer  de  donner  à  la  mesure 
des  angles  une  précision  jusqu'alors  inconnue.  Tandis 
que  Ramsden  perfectionnait  le  théodolite  dont  les  Com- 
missaires anglais  firent  usage,  Lenoir  construisait  sous 
les  yeux  de  Borda,  et  en  appliquant  le  principe  imaginé 
par  Tobie  Meyer,  Tiustrument  devenu  depuis  si  célèbre 
sous  le  nom  de  cercle  répétiteur.  Il  fallait  mettre  les  mé- 
thodes de  calcul  à  la  hauteur  de»  moyens  d^observation  \ 
cVst  en  cherchant  à  atteindre  ce  but  que  Legendre  fut 
conduit  a  son  théorème  sur  les  triangles  sphériques  dont 
les  côtés  sont  très-petits  par  rapport  au  rayon  de  la 
sphère.  Il  en  donna  seulement  l'énoncé  dans  les  Mémoires 
de  V Académie  des  Sciences  (année  1787),  et  ne  publia 
la  démonstration  qu'en  Tan  VII  dans  un  travail  servant 
de  préface  à  un  ouvrage  de  Delambre  intitulé  :  Méthodes 
analytiques  pour  la  détermination  d^un  arc  de  méridien. 
Dans  ce  même  ouvrage,  se  trouve  une  autre  démonstra- 
tion imaginée  par  Delambre  qui  Ta  également  exposée 
dans  le  chapitre  XXXV  de  son  Traité  d* Astronomie.  Le 
VP  cahier  du  Journal  de  l* École  Polytechnique  ren- 
ferme une  troisième  démonstration  due  à  Lagrauge;  c'est 
celle  que  Legendre  a  adoptée  définitivement  et  qu'il  a  re- 


(7  ) 

produite  dans  sa  Trigonométrie  sphérique.  Enfin,  dans  le 
Journal  de  Crelle,  t.  XXII,  Gauss  en  a  donné  une  qua- 
trième dont  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquées (année  i84i)  contient  une  traduction.  Dans  ses 
Recherches  générales  sur  les  surfaces  courbes  y  il  a  même 
étendu  le  théorème  de  Legendre  aux  triangles  formés  par 
les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  courbe  quel- 
conque. 

Les  démonstrations  de  Legendre,  de  Delambre  et  de 
Gauss  ne  sont  à  proprement  parler  que  des  vérifications  à 
posteriori  :  la  première  manque  de  rigueur,  la  seconde 
est  compliquée  et  la  troisième  omet  une  partie  impor- 
tante dans  les  applications,  celle  qui  est  relative  au  calcul 
de  Texcès  sphérique;  aussi  est-ce  la  démonstration  de 
Lagrange  que  Ton  reproduit  généralement^  mais  elle 
nécessite  des  calculs  assez  longs.  Après  avoir  développé 
i^énoncé  du  théorème,  je  me  propose  d'en  donner  deux 
autres  démonstrations  exemptes  des  inconvénients  des 
trois  premières  et  plus  simples  que  celle  de  Lagrange. 

A  lin  triangle  sphérique  quelconque,  il  est  bien  clair 
qu'il  correspond  toujours  un  triangle  rectiligne  ayant 
les  mêmes  c6tés  et  dont  on  peut  substituer  la  résolution  à 
celle  du  premier;  la  question  est  de  savoir  comment  on 
doit  modifier  les  angles  du  triangle  sphérique  pour  obte- 
nir ceux  du  triangle  rectiligne.  Soient  A,  B,  C  les  trois 
premiers,  A',  B',  C  les  trois  autres,  a,  &,  c  les  longueurs 
des  côtés  communs  aux  deux  triangles,  le  rayon  de  la 
sphère  étant  pris  pour  unité,  enfin  x,  y^  z  les  différences 
A— A',  B— B',  C  — C,  différences  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer et  dont  on  ne  connaît  encore  que  la  somme,  la- 
quelle est  égale  à  Texcès  sphérique  e.  Le  triangle  étant 
supposé  formé  à  la  surface  de  la  terre,  les  rapports  a,  b^ 
c  sont  très-petits,  et  Ton  peut  ne  pas  tenir  compte  de 
leurs  quatrièmes  puissances  dans  les  valeurs  de  a:,  ^,^  2  ; 


(8) 
cela  revient  à  altérer  les  angles  de  quantités  toujours  in- 
férieures à  o'\o2  et  par  conséquent  bien  au-dessous  des 
erreurs  d'observation.  Si  Ton  néglige  ainsi  les  termes  du 
quatrième  ordre  ('*'),  chaque  angle  du  triangle  rectilignc 
sera  égal  &  Tangle  correspondant  du  triangle  sphérique 
diminué^du  tiers  de  Texcès  sphérique  ;  de  plus  les  deux 
triangles  seront  égaux  en  surface.  Ainsi  l'on  aura,  en 
appelant  T  la  surface  du  triangle  rectiligne, 

_     _    _  1  _  T  _  ^c  sin  A^  _  H» sin  B^  sinC^ 
x  —  ^  — z--  — ---       6       ""      6sinA'      * 

Tel  est  le  théorème  de  Legendre. 

Première  démonstration,  —  Nous  partirons  des  for- 
mules bien  connues 


tang 


'*"^2  V       P{p  —  o) 

où  p  représente  le  demi-périmètre  pour  Tun  et  l'autre 
triangle }  dans  la  première,  nous  pouvons  remplacer  cha- 
cun des  quatre  sinus  par  son  développement  borné  à  deux 
termes  et  prendre  par  exemple 

alors  la  valeur  ci-dessus  de  tang  -  A'  se  trouvera  en  fac- 


(*)  Bientôt  une  méthode  où  Ton  tient  compte  du  quatrième  ordre  et 
même,  si  Ton  veut,  d^un  ordre  quelconque»  par  M.  Grnnert.    Tu. 


iA  = 

2 

iA'= 

■i/îîîi 

(;?  —  *)  sin  (;?  — 

c) 

v 

sin />  sin  [p  —  a) 

— ; : y 

(9) 
teor  dans  le  second  membre»  et  Tautre  facleur  sera 

(    (-5^)  [-je-"'] 


on  a  donc 


taDgiA  =  langiA'^i-hg^rj 


On  a  aussi 


tang  -  A'  -H  lang  -  a: 

tangiA  =  tangi{A'4-^)  = ^— j p- î 

I  —  tang  -  A'  lang  -  x 

or  j:  est  du  même  ordre  de  petitesse  que  e  ou  que  la  sur- 
face du  triangle  sphérîque,  c'est-à-dire  du  second  ordre; 
nous  pouvons  donc  négliger  x^  et  alors  la  dernière  éga- 
lité devient 

tang-A  =  tang- A'  (  H--7— 77  )• 
^a  °a       \        smA'/ 

En  comparant  cette  nouvelle  expression  avec  la  première, 
on  voit  qu'il  faut  prendre 

ar=  -rôcsinA'=  xT; 
o  o 

k  cause  de  la  symétrie,  les  valeurs  àe  y  et  de  z  seront 
aussi  égales  à  ^  T  et  la  somme  e  i  T. 

Seconde  démonstration,  —  La  formule  qui  sert  à  cal- 


(  »o) 

culer  le  côté  d'un  tnangle  sphérique,  qnaud  on  connaît 
les  trois  angles,  est 

/       sin  - 1  sin  (  A  -f-  -  «  I 
UDg  i  a  =  4    /  — ? -A — _2-Z — ^  , 

V     sin    B  +  i.    sm(c  +  ^. 


on  en  tire 


in  -  f  =  tanc'  -  a ^ j^ ^r ^ 

in(A  +  i.) 


sin  -  f  =  tanc 

SID     A  + 


ou,  en  négligeant  le  quatrième  ordre, 


Cela  posé,  on  a 


fl'sinB'sînC       ^ 

t  = ^-77—  =  T. 

a  sin  A 


sin  A        sin  (A -4- J?)  .*/ 

-r-T7  = L.__i  =  n-xcotA', 

sidA'  smA' 

a  I  i  ô*-|-c*  —  aurons  A' 

-: —  =  1  -♦-^a2=H a' H 

sina  o  12  12 

=  1 H -i- T  CD  t  A'  ; 

12  3 


si  Ton  multiplie  membre  à  membre,  il  viendra 


=  H -ï- — —- J-    X-.-T)  cotA'. 


sin  A'  sin  a  I2 


Le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  ne  doit  pas 
changer  quand  on  y  remplace  a  par  &  et  A  par  B,  ou  en- 
core a  par  c  et  A  par  C^  il  faut  donc  qu'il  en  soit  de 
même  du  second,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 


tangA'  tangB'  tangC 

e  — T 


=  o, 


Ung  A'  -H  Ung  B'  -h  tang  G'         ' 


ei,  par  conséquent, 

X  =  j  =  z  =  ^  T. 

Les  triangles  relatifs  aux  opérations  de  1787  sont  les 
premiers  pour  lesquels  on  se  soit  préoccupé  de  Feiicès 
sphérique^  auparavant  cet  excès  restait  confondu  avec 
les  erreurs  d^observation,  et  comme  on  répartissait  le 
tout  également  entre  les  trois  angles,  on  suivait  instinc- 
tivement, pour  les  triangles  principaux,  Ja  méthode  k 
laquelle  le  théorème  de  Legendre  a  conduit.  Mais  dans 
les  triangles  partiels  que  détermine  la  méridienne,  Puu 
des  angles  est  inconnu,  et  le  calcul  de  Texcès  sphérique, 
tel  que  permet  de  le  faire  la  méthode  de  Legendre,  de- 
vient nécessaire.  D'ailleurs  ce  calcul  a  l'avantage,  lors- 
qu'il s* agit  des  triangles  principaux,  de  donner  les  er- 
reurs d'observation  pour  la  somme  des  trois  angles. 


MPrtRBNGES  ET  DÉRIVÉES 
f  u  «rire  fielcowpe  les  levx  fooctif ss  eircilaires 

sin(aa7H-  6),  cos(iixh-  b) 

(ToirU  IX,  p.  M); 

Paa  m.  P.-A.-0.  COLOMBIER, 

Profesiear  à  Paris. 


1 .  Notations,  —  Pour  simplicr  Fécriiure,  on  convien- 
dra de  désigner 

asm et     

2  2 

respectivement  par  Â  et  B. 

2.  Problème  L  —  Trouver  la  différence  de  V ordre  m 


(  ") 

de  la  fonction 

quel  que  soit  le  nombre  entier  et  positif  m. 

Solution.  —  Si  Ton  donne  à  la'  variable  indépendante  x 
un  accroissement  ùx^  la  fonction  jr  prend  un  accroisse- 
ment correspondant  Ay,  et  Ton  a 

^jr  =  sin  (ax  -h  b  -^  a^jc)  —  s\n{ax  -f-  b) 
=  A  cos  I  aor  -h  o  H J  ; 


mais 


(,        aAx\                /             ,        aâix  +  it\ 
ax  'i'  0  -^ I  =  sm  iax-^tf-^ j  9 

donc 

àjr  =Asiii(//^+  b  -+■  B), 

ce  qui  montre  que  la  difierence  première  de  la  fonction 
sin  (ax  +  i)  est  le  produit  du  facteur  constant  A  par  ce 
que  devient  la  fonction  donnée  lorsqu'on  augmente  Tare 
ax  +  b  de  la  constante  B. 

Cela  posé,  si  Ton  a  égard  à  la  règle  qui  donne  la  diffé- 
rence première  d'un  produit  de  deux  facteurs  dont  l'un 
est  constant)  on  aura  immédiatement 

A'7-  =  A'sÎD(ax4-  b  H-  2B), 
AV  =  A» sin  («j: -h  6-h3B), 

et,  en  général, 

(1)  A-'j  =  A"* sin  [ax  -h^  +  mB). 

m 

On  démontrerait  la  généralité  de  cette  formule  par  l'em- 
ploi de  la  méthode  de  Newton,  dite  cle  proche  en  proche. 

^.Observation.  — Dans  les  Traités  de  Calcul  inflnité- 
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simaloù  Ton  s'occupe  du  problème  précédent,  on  trouve 
deux  formules  pour  représenter  A'^y .  De  plus,  dans  l'une 
de  ces  formules  on  distingue  le  cas  où  m  est  simplement 
pair  et  celui  où  m  est  doublement  pair;  dans  Tautre  on 
fait  les  mêmes  distinctions  pour  m  —  i.  La  formule  (i) 
convenant  à  tous  les  cas,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire 
aucune  bypothèsç  sur  m,  fournil  donc  une  réponse  plus 
simple  du  problème  ci-dessus. 

4.  Corollaire  I.  —  Si  l'on  divise  les  deux  membres  de 
réquation  (i)  par  Ax^,  on  aura 


■  r  /A  X* 

-^  =  û«  ( )    sin  (fljc  -h  ô  +  wB). 


Si  Ton  suppose  que  ù^x  décroisse  indéCniment  de  ma- 
nière à  pouvoir  différer  de  zéro,  d'aussi  peu  que  Ton  vou- 
dra, on  aura  à  la  limite 

5»  Corollaire  II.  —  Si  Ton  fait  dans  cette  formule 
6=0,  et  a=si,  il  vient 

On  peut  trouver  la  formule  (3)  directement  en  suivant 
une  méthode  employée  dans  le  problème  I. 

6.  Problème  II.  —  Trouver  la  différence  de  V ordre  m 
de  la  fonction 

j,  =  cos(ajrH-6), 

quel  que  soit  le  nombre  entier  et  positif  m. 

Première  solution.  —  On  suit  une  méthode  semblable  à 


(  »4) 

celle  employée  dans  le  problème  I«  et  Ton  parvient  à  la 
formule  suivante 

(4)  A*7i=  A*cos(ax-H  ^  H-otB). 

Seconde  solution.  —  Ou  peut  faire  dépendre  la  solu- 
tion du  problème  II  de  celle  du  problème  I  de  la  manière 
suivante  : 

On  a  Fégalité 

CCS  (  tfx  H-  6  )  =  sin  (  ^a:  -H  ^  -f-  -^  j  ^ 

prenant  la  différence  de  Tordre  m  de  chaque  membre,  ou 
a  immédiatement,  en  vertu  du  problème  I, 

A"j^,  =  A'"sm  [ax  h-  ^  4--  4-  /wB ]• 

Si  Ton  retranche  -  k\et  arc  ,  le  sinus  se  change  en  cosi- 
nus, et  l'on  retrouve  Téquation  (4)' 

7.  Corollaire  /.  —  La  formule  (4)  donne 


Ax" 


= /i*  ( J   cos(«j:-h  ^ -4-/wB); 


faisant  tendre  Ajs  indéfiniment  vers  zéro,  de  manière 
à  en  différer  de  moins  toute  quantité  donnée,  on  aura  à 
la  limite 

(5)  -r-î^fl^COSl  flX  -h  P-h  W  -  )• 

ax"  \  -2/ 

8.  Corollaire  IL  —  Si  Ton  fait  dans  cette  formule  a  =  t 
et  &  =  o,  il  vient 
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On  peut  trouver  la  formule  (6)  directement  en  suivant 
une  méthode  semblable  à  celle  du  problème  I. 

9.  Scolies.  —  Les  formules  (i)  et  (4)  donnent  les  rela- 
tions suivantes 

et 

A*  r 

— ^  =  tang(aj:  +  6-H/7iB). 

Les  formules  (a)  et  (5)  donnent 

et 

10.  Historique.  —  Les  formules  (3)  et  (6)  sont  dues  à 
M.  Hoèné  Wronski.  On  les  trouve  à  la  page  45 1  de  celui 
de  ses  ouvrages  qui  a  pour  titre  :  Philosophie  de  la  Tech" 
nie  algorithmique.  Ce  savant  est  arrivé  à  ces  deux  for- 
mules en  prenant  les  dérivées  de  l'ordre  m  des  deux 
membres  de  chacune  des  relations 

(7).  cosx  =  i(«»*^H-e-«^), 

(8)  sinx  =  — i=(^^^-^'»^-0-    ■ 

Nous  dirons  en  passant  que  les  formules  (7)  et  (8)  sont 
dues  k  Jean  Bernoulli,  bien  qu'elles  aient  été  publiées 
pour  la  première  fois  par  Léonard  Enler. 
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DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORBHB  DE  I.  STEINER; 

pab  m.  j.  mention. 


Les  derniers  volumes  des  Annales  de  Gergonne  ren- 
ferment plusieurs  théorèmes  très-beaux,  énoncés  sans 
démonstration  par  M.  Steiner.  Il  me  semble  qu'ils  sont 
encore,  presque  tous^  a  démontrer.  J'extrairai  le  suivant 
du  t.  XVIII,  p.  3o2  :  «  Dans  chacun  des  quatre  triangles 
»  formés  par  les  côtés  d'un  quadrilatère,  il  y  a  un  cercle 
»  inscrit  et  trois  cercles  ex-inscrits;  ce  qui  fait  en  tout 
»  seize  cercles,  dont  les  centres  sont  quatre  â  quatre  sur 
D  une  circonférence,  de  manière  à  donner  naissance  â 
»  huit  nouveaux  cercles.  Ces  huit  nouveaux  cercles  se 
»  partagent  en  groupes,  tels  que  chacun  des  quatre  cercles 
»  de  Tun  de  ces  groupes  coupe  orthogonalement  tous  les 
»  cercles  de  Tautre  groupe  ;  on  en  conclut  que  les  centres 
»  des  cercles  des  deux  groupes  sont  sur  deux  droites  per- 
»  pendiculaires  l'une  à  l'autre.  Enfin  ces  deux  dernières 
)>  droites  se  coupent  au  point  de  rencontre  des  cercles 
»  circonscrits  aux  quatre  triangles.   » 

La  propriété  relative  au  point  d'intersection  des  lignes 
de  centres  fera  l'objet  de  cette  Note,  le  reste  n'offrant  au- 
cune difficulté. 

I. 

L'occasion  se  présente  ici  de  revenir  sur  quelques  théo- 
rèmes de  géométrie,  d'où  la  proposition  actuelle  découle 
naturellement. 

Pour  éviter  de  très-longues  périphrases  j'appellerai  : 
1^  cercle  des  hauteurs  d*un  triangle,  le  cercle  ayant  pour 
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centre  le  point  de  rencontre  de  celles-ci  et  un  rayon 
moyen  proportionnel  entre  les  segments  dans  lesquels 
chaque  hauteur  est  divisée  au  centre  mème^  2^  ligne  des 
hauteurs  d*un  quadrilatère,  la  droite  passant  par  les  points 
de  rencontre  des  hauteurs  dans  les  quatre  triangles  for- 
més par  les  côtés  du  quadrilatère;  3^  triangle  diagonal, 
le  triangle  formé  par  les  trois  diagonales. 

On  se  souviendra  que  les  circonférences,  décrites  sur 
les  diagonales  d'un  quadrilatère  comme  diamètres,  ont 
pour  axe  radical  la  ligne  des  hauteurs  ;  la  médiane  étant 
d'ailleurs  un  axe  radical  commun  aux  cercles  de  hauteurs 
des  triangles  du  quadrilatère.  La  ligne  des  hauteurs  con« 
tient  aussi  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  dia- 
gonal. Si  les  circonférences  de  la  première  série,  c^est- 
à*dire  celles  décrites  sur  les  diagonales,  ne  se  coupent  pas, 
les  circonférences  de  la  seconde  couperont  la  médiane  en 
deux  points-limites,  qui  sont  les  centres  de  deux  hyper- 
boles équilatères  tangentes  aux  côtés  du  quadrilatère. 

.  Un  théorème,  déjà  démontré  directement,  comporte  cet 
énoncé  plus  complet  et  plus  instructif  : 

«  Les  cinq  médianes  des  quadrilatères  quon  peut 
»  construire  avec  les  côtés  d^un  pentagone  se  coupent  en 
V  un  même  point,  centre  radical  commun  aux  quinze 
9  cercles  suivants,  savoir  :  les  dix  cercles  de  hauteurs  et 
9  les  cinq  circonscrits  aux  triangles  diagonaux.  » 

Car  les  quadrilatères  ayant,  deux  à  deux,  un  triangle 
en  commun,  le  point  de  concours  de  deux  médianes  quel- 
conques sera  de  commune  puissance  par  rapport  aux  sept 
circonférences  de  hauteurs  difierentes,  dans  les  deux  qua- 
drilatères correspondants.  Or,  parmi  les  sept  centres  de 
circonférences,  quatre  au  moins  appartiendront  &  une 
même  droite  qui  sera  la  ligne  des  hauteurs  d'un  troisième 
quadrilatère.  Donc  la  médiane  dé  celui*ci  passera  par  le 
point  de  commune  puissance. 

Ann.  de  Maihémat,^  a*  série,  t.  f .  (Janvier  1862).  2 
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Il  esl  à  rciiiar(|uer  quo,  d'après  le  beau  ihéorème  de 
M.  Faure,  on   conslalaît  l'exisience  du  centre  radical 
commun  aux  cinq  cercles  déterminés  par  les  points  de 
concours  respectifs  des  diverses  diagonales. 

II. 

Théorème.  —  Les  bissectrices  tles  angles  d'un  quadri- 
latère complet  fournissent  douze  points  de  rencontre, 
en  ne  combinant  que  celles  qui  partent  de  sommets  op- 
posés :  les  points  de  rencontre  des  bissectrices  internes 
et  ceux  des  bissectrices  externes,  d'une  part;  les  points 
appartenant  à  la  fois  aux  bissectrices  internes  et  eX" 
ternes j  eP autre  part  ; 

1**  Deux  points  internes  sont  en  ligne  droite  auec  le 
troisièn}e  externe,  ainsi  que  les  trois  externes, 

2^  Trois  points  internes-externes j  choisie  de  manière 
que  trois  bissectrices  similaires  n^aboufissent  point  à  des 
sommets  situés  sur  un  même  côté  y  sont  également  en 
ligne  droite. 

Je  vais  démontrer,  par  exemple,  que  les  points  de  con- 
cours G,  G'  des  bissectrices  internes  issues  des  sommets 
A,  C,  B,  D,  et  le  point  H'^  des  bissectrices  externes  issues 
des  sommets  E,  F,  sont  en  ligne  droite.  Considérons  le 
triangle  VW^^  ayant  pour  côtés  les  bissectrices  externes 
du  triangle  ABE,  et  celui  qui  aura  pour  côtés  les  bissec- 
trices DL,  CN,  FM  {fig»  i).  Leurs  sommets  $e  trouvent 
évidemment  deux  à  deux,  sur  trois  droites  JNI",  MI"'',  Ll' 
concourent  en  un  même  point  I^  donc,  en  vertu  d'un 
théorème  bien  connu,  les  points  d'intersection  {l"¥\  MN), 
(FI',  ML),  (l'I"',  ML)  seront  en  ligne  droite,   c.  q.  f.  d. 

La  démonstration  est  tout  à  fait  analogue  pour  les  au- 
tres points  de  rencontre  indiqués.  On  ne  les  représente 
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pas  lous  sur  la  figure,  qui,  pour  èire  complète,  exigerait 
un  cadre  plus  large  que  celui  du  présent  recueil. 

FiG.     I. 


Il  résulte  de  là  que  les  douze  points  se  partagent  en 
deux  groupes  qui  sont  les  sommets  de  quadrilatères  com- 
plets. Le  théorème  s'applique  au  quadrilatère  sphérique, 
et  la  démonstration  précédente  ne  subit  aucun  change- 
mont. 

m. 

TnÉORÈME.  —  Les  deux  quadrilatères  ayant  pour  som- 
mets les  points  de  rencontre  des  bissectrices  opposées 
internes  ou  externes^  et  les  points  de  rencontre  internes 

2. 


(ao) 

externes^  sont  lels,  que  la  médiane  de  Vun  coïncide  avec 
la  ligne  des  hauteurs  de  Vautre. 

Soit  IJL'K'  {jig,  i)  le  quadrilatère  înseriptîble  formé 
par  les  intersections  consécutives  des  bissectrices  ex- 
ternes; LII^  et  J'KK'  seront  les  bissectrices  internes  des 
angles  E  et  F.  En  se  rappelant  que  les  hauteurs  du  trian- 
gle diagonal  d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  se  coupent 
précisément  au  centre  de  ce  cercle,  on  observe  que  le 
cercle  passant  par  les  points  I,  J,  L^  K'  a  son  centre  au 
point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  G'^^HH';  de 
même  pour  les  cercles  LJ'KI',....  Donc  la  ligne  des  hau- 
teurs du  quadrilatère  GG'HH'H''G''  est  aussi  la  ligne 
des  centres  du  premier  groupe  de  cercles  définis  dans 
renoncé  de  M.  Steiner.  Pour  des  motifs  tout  semblables, 
la  ligne  des  hauteurs  du  quadrilatère  aux  rencontres  in- 
ternes-externes est  la  ligne  des  centres  du  second  groupe 
de  cercles. 

Remarquons  maintenant  que  les  circonférences  décrites 
sur  les  diagonales  comme  diamètres,  dans  les  deux  qua- 
drilatères actuels,  viennent  se  joindre  aux  deux  groupes 
de  cercles  IJL'K',...,  qui  en  sont  les  cercles  de  hau- 
teurs. Donc  la  ligne  des  hauteurs  de  Tuu  est  la  médiane 
de  l'autre,  et  réciproquement. 

Les  deux  groupes  constituent  dès  lors  une  double 
série  de  cercles  orthogonaux;  ce  que  j^ai  annoncé  être 
susceptible  de  preuve  à  priori  et  très-facilement. 

Avant  de  poursuivre  mes  investigations,  je  récapitu- 
lerai ainsi  les  déductions  acquises  :  Les  deux  quadrilatères 
de  bissectrices  jouissent  de  la  même  double  série  de  cercles 
orthogonaux,  et  chaque  série  admethuit  cercles  différents, 
puisque  aux  cercles  de  M.  Steiner  s'ajoutent,  de  chaque 
côté,  les  trois  cercles  décrits  sur  les  diagonales  et  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  diagonal. 

[  La  fin  prochainement Â 
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DfiNOHSTRATION  DUN  THÉORÈME  DE  M.  STEINER; 

Pae  m.  Paul  SERRET. 


1.  Lemme. —  Un  triangle  se  mouvant  dans  l'espace,  de 
manière  que  ses  trois  côtés  tournent  respectivement  au- 
tour de  trois  points  donnés^  en  ligne  droite  \  et  ses  deux 
premiers  sommets  décrivant  deux  plans  indéfinis  (ou  deux 
courbes  déterminées  situées  dans  ces  plans)  :  le  sommet 
libre  du  triangle  décrit  au  troisième  plan  (on  une  troi- 
sième courbe  plane),  et  les  trois  plans  se  coupent  suivant 
une  même  droite. 

Que  l'on  projelte,  en  effet,  le  triangle  mobile,  sur  un 
plan  quelconque,  par  des  droites  parallèles  à  Tintersec- 
tion  des  plans  décrits  par  les  deux  premiers  sommets  ;  la 
projection  présentera  un  triangle  mobile,  dont  les  côtés 
pivotent  autour  de  trois  points  fixes  en  ligne  droile,  et 
dont  les  deux  premiers  sommets  glissent  sur  deux  droites 
fixes,  traces  des  deux  plans  donnés  sur  le  plan  de  projec- 
tion. Mais,  dans  ces  conditions  et  suivant  un  théorème 
.connu,  le  sommet  libre  du  triangle  projeté  décrit  une 
droite  passant  par  le  point  de  concours  de  ces  deux  traces  : 
et  le  sommet  libre  du  triangle  primitif  se  meut  dans  un 
plan  qui  passe  par  l'intersection  des  plans  décrits  par  les 
deux  premiers  sommets. 

2.  Théorème.  Trois  cônes,  du  degré  m,  ont  leurs 
sommets  en  ligne  droite  $  et  deux  de  leurs  trois  courbes 
d^ intersection  sont  planes  :  la  troisième  courbe  est  plane 
comme  les  deux  premières;  et  les  plans  des  trois  courbes 
se  coupent  suivant  une  même  droite.  (Steimer.  ) 
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Imaginons  que  l'on  ait  en  vue  de  construire  par  points 
l'inlersection  de  deux  quelconques  des  trois  cônes  donnés  : 
Ton  devra,  suivant  la  méthode  ordinaire,  mener  une  série 
de  plans  auxiliaires  par  la  droite  de  leurs  sommets,  et 
combiner  les  génératrices  des  deux  cônes,  situées  dans 
chacun  de  ces  plans.  D'ailleurs,  comme  les  sommets  des 
trois  cônes  sont  ici  en  lign.e  droite,  les  plans  auxiliaires, 
que  Ton  aura  menés  en  vue  de  Tune  des  trois  courbes 
d^intersection,  serviront  encore  pour  les  deux  autres. 

Considérons  donc  Tun  de  ces  plans  auxiliaires,  menés 
par  la  droite  des  sommets;  et,  dans  ce  plan,  Tuu  des 
triangles  ayant  pour  premier,  second  et  troisième  côtés, 
Tune  des  génératrices  du  premier,  second  et  troisième 
cônes,  situées  dans  ce  plan.  Faisons  ensuite  tourner  ce 
plan  auxiliaire  et  le  triangle  qu  il  renferme,  autour  de  la 
droite  des  sommets  :  nous  aurons  un  triangle  mobile, 
dont  les  sommets  décrivent  les  courbes  d'intersection  des 
trois  cônes  pris  deux  à  deux;  et  dont  les  côtés  pivotent 
autour  de  trois  points  fixes,  lis  sommets  des  trois  cônes, 
situés  en  ligue  droite.  D'ailleurs,  les  courbes,  décrites 
par  deux  des  sommetS'de  ce  triangle,  sont  planes,  d'après 
l'hypothèse  :  la  courbe  décrite  par  le  troisième  sommet 
est  donc  plane  également,  d'après  le  Icmme;  et  les  plans 
des  trois  courbes  se  coupent  suivaut  une  même  droite. 

Remarque.  —  On  peut,  à  Taide  d'un  calcul  assez  simple, 
vérifier  analytiquement  la  proposition. 
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NOTE  SES  LES  ASYMPTOTES; 

Par  m.  Paul  SERRKT. 


L* asymptote  cCune  branche  infinie  de  courbe  est  la 
limite  des  positions  occupées  par  une  tangente  dont  la 
point  de  contact  s  éloigne  indéfiniment  sur  celte  branche. 

L'asymptole  élaiit  prise  pour  axe  des  j^,  et  les  axes 
étant  rectangulaires  \  que  Ton  considère,  en  même  temps 
que  la  courbe  proposée,  une  courbe  auxiliaire  à  ordon^ 
nées  réciproques  :  et  soient  sur  ces  deux  courbes,  M  cl 
m  deux  points  qui  correspondent  à  une  même  abscisse. 

D'après  le  choix  des  axes  et  la  nature  de  la  courbe 
donnée,  à  mesure  que  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment 
sur  cette  courbe,  son  abscisse  tend  vers  zéro,  et  son  ordon- 
née augmente  indéfiniment  :  les  deux  coordonnées  du 
point  correspondant  m  tendent  donc  simuUauéiuent  vers 
zéro;  la  courbe  auxiliaire  passe  par  l'origine,  et  la  sous^ 
tangente  de  cette  courbe  a  pour  limite  zéro.  D'ailleurs, 
les  sous-tangentes,  prises  en  des  points  correspondants 
de  deux  courbes  à  ordonnées  réciproques,  sont  égales  et 
de  sens  contraires  :  la  sous*taugente  de  la  courbe  primi- 
tive en  M  a  donc  pour  limite  zéro,  comme  Tabscisse  du 
pointM  :  et  la  trace,  sur  Taxe  des  x,  de  la  tangente  en  M  a 
pour  limite  Torigine,  c'est-à-dire  un  point  de  Tasymplole. 

En  outre,  en  désignant  par/Tinclinaisou  de  la  tangente 
en  M  sur  Tasynipioie  Oy,  l'on  a 

,        .      S.T 
tang  i  =  — • 

Mais  la  sous-tangente  S.T  a  pour  limite  zéro;  rordonnce 


(  M  ) 

T  grandit  indéfiaiment  :  Tangle  i  a  donc  pour  limite  zéro  ; 
et  la  limite  des  tangentes  est  parallèle  à  Pasymptole  Ojr, 
Donc,  etc. 

Remarque.  —  La  démonstration  serait  en  défaut,  en 
même  temps  que  le  théorème,  si  Forigine  des  coordonnées 
devenait  un  point^asymptote  de  la  courbe  auxiliaire. 


NOTR  SDR  DR  THÉORÈIE  DE  NEWTON; 

Pab  m.  Paul  SERRET. 


!•  Si  quatre  forces  sont  représentées  en  grandeur^ 
direction  et  sens,  par  les  droites  qui  vont,  de  deux  som» 
mets  opposés  (F un  quadrilatère  ÂBGD,  aux  deux  au- 
très  :  la  résultante  de  ces  forces  est  représentée,  de  la 
même  manière,  par  le  quadruple  de  la  droite  qui  réunit 
les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère, 

L^évidence  de  ce  lemme  étant  reconnue,  imaginons  une 
ellipse  quelconque  inscrite  dans  le  quadrilatère  ÂBCD  ; 
et  regardons  chacune  des  forces,  représentées  par  l'un  des 
côtés  de  ce  quadrilatère,  comme  décomposée  en  deux 
forces  partielles  par  le  point  de  contact  de  Tellipse  consi- 
dérée sur  ce  côté.  II  résultera  de  cette  décomposition  huit 
forces;  soit  quatre  systèmes  de  deux  forces  :  les  deux 
forces  de  chaque  système  étant  appliquées  à  Tun  des 
quatre  sommets  du  quadrilatère,  et  représentées  par  les 
tangentes  menées  de  ce  sommet  à  l'ellipse,  ou  par  les 
prolongements  simultanés  de  ces  tangentes.  D'ailleurs, 
la  résultante  partielle  des  deux  forces  de  chaque  système 
est  évidemment  dirigée  suivant  un  diamètre  de  l'ellipse  ; 
les  qualre  résultantes  partielles  concourent  donc  au  cen- 


(  a5  ) 
Ire  de  Tellipse  :  el  ce  centre  appartient  à  la  résultante 
générale,  c'est-à-dire  à  la  droite  des  milieux  des  diago- 
nales. C'est  le  théorème  de  Newton. 

2.  Le  ihéorème  analogue  dans  la  géométrie  de  l'espace 
est  celui-ci  :  a  Le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  à  une 
nappe  qui  passent  par  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche, 
est  la  droite  des  milieux  des  diagonales  de  ce  quadrila- 
tère; >i  théorème  connu,  qui  renferme  le  premier,  et  qui 
est  à  peu  près  évident. 

Que  Ton  imagine,  eu  effet,  par  les  côtés  opposés  du 
quadrilatère,  deux  systèmes  de  plans  parallèles.  Les  deux 
plans  de  chaque  système  représenteront,  relativement  à 
Tun  quelconque  des  hyperboloïdes  considérés,  deux 
plans  tangents  parallèles^  le  centre  de  l'hyperboloïde, 
équîdîstant  de  ces  deux  plans,  appartient  dès  lors  au  plan 
diamétral  des  deux  plans  de  chaque  système,  ou  à  Tinter- 
section  de  ces  deux  plans  diamétraux,  ou  à  la  droite  des 
milieux  des  diagonales. 

On  peut  ajouter  que  «  Les  deux  diagonales  du  quadri- 
latère, et  la  droite  de  leurs  milieux,  sont  parallèles  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  de  tous  les  hyperboloïdes 
considérés.  » 

Le  théorème  plan  de  Newton  ne  serait-il  pas  suscep-^ 
tible  d'une  démonstration  directe  analogue? 

3.  En  cherchant  à  appliquer  au  théorème  2,  les  consi- 
dérations mécaniques  du  n®  1,  Ton  est  conduit  à  un  cas 
particulier  du  théorème  suivant,  dont  la  démonstration 
directe  est  facile,  mais  qui  mérite  pourtant  d'être  énoncé  : 
a  Le  centre  de  gravité  d'un  système  de  poids  représentés 
par  les  côtés  d'un  polygone  circonscrit  à  un  cercle,  f^t 
appliqués  respectivement  aux  points  de  contact  de  ces 
côtés,  est  le  centre  même  de  ce  cercle.  » 


(a6) 

CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

EN  1861. 
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COMPOSITION    DU    VENDEEDI    2    ÀOtT    l86l. 

(Section  des  sciences,  ) 
Mathématiques. 

Diiii  point  P,  extérieur  à  une  conique,  on  mène  une 
sécante  PAB.  Aux  points  A  et  B  on  mène  des  tangentes 
qui  se  coupent  en  M.  De  ce  point  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  AB,  lun  des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

Prouver  : 

i?  Que  le  lieu  passe  en  P  tangente  en  ce  point ^ 

2^  Que  le  lieu  est  le  même  pour  toutes  les  coniques  lio- 
mofocalcs  ; 

3**  Que  le  lien  peut  être  considéré  comme  le  lieu  des 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  P  sur  cer- 
taines droites  qui  sont  tangentes  à  une  courbe  dont  on 
demande  l'équation. 

COMPOSITION    DU    LUNDI    5    AOUT    l86l. 

(Section  fies  sciences.) 

Physique. 

Première  question.  Du  pendule  et  de  son  application 
à  la  mesure  de  l'accéléra tion  produite  par  la  pesanteur. 

Deuxième  question.  Deux  aiguilles  aimantées  de  même 
disposition,  suspendues  successivement  à  un  (il  de  soie 
sans  torsion  de  manière  que  les  axes  soient  horizontaux, 
cxi'cuient  sous  l'influence  de  la  terre  un  même  nombre  n 
d*oscillations  en  des  temps  différents  t  et  t\ 

Ou  les  suspend  toutes  deux  à  un  même  fil  de  soie  par 


(  ^7  ) 
riDtermédiaîrc   d'une  tige   solide  non   magnétique,   de 
façon  que  leurs  axes  soient  horizontaux  et  que  les  moitiés 
australes  de  ces  axes  fassent  l'une  avec  l'autre  un  angle 
donné  a. 

On  demande  quelle  sera  la  position  d'équilibre  de  ce 
système  sous  l'influence  du  magnétisme  terrestre. 

On  appliquera  la  solution  générale  à  l'exemple  parti- 
culier suivant  : 

/i  =  ioo,     t=S8\     r'  =  63",     a==i78*>4o'. 


SDR  LES  SECTIONS  iUm-PARALLÈLES , 

Pah  m.  MARTIN, 
Êlàre  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Bouquet). 


La  propriété  des  sections  dites  anti' parallèles  ou  sous- 
contraires  du  cône  oblique  du  second  degré  a  été  démon- 
trée de  bien  des  manières;  mais  je  n'ai  trouvé,  dans  au- 
cun traité,  la  démonstration  suivante,  de  la  plus  grande 
simplicité,  qui  n'exige  aucune  figure  et  qui  enfin  a  l'a- 
vantage d'être  plus  générale. 

Tout  cône  du  second  degré  peut  être  considéré  comme 
cône  droit;  il  suffit  pour  cela  de  le  considérer  comme 
ayant  pour  base  une  section  perpendiculaire  à  son  axe. 
Le  cône  étant  symétrique  par  rap|K)rt  à  son  axe,  si  on  le 
coupe  par  deux  plans  symétriques  eux-mêmes  par  rap- 
port à  cet  axe,  on  obtiendra  deux  courbes  symétriques  et 
pai*  conséquent  égales.  Si  Tune  de  ces  deux  courbes  est  un 
cercle,  l'autre  sera  aussi  un  cercle. 

Or  deux  plans  symétriques  par  rapport  à  Taxe  du  cône 
sont  évidemment  anti-parallèles.  Cette  définition  serait 
peut-être  même  aussi  bonne  que  l'autre. 


(a8) 

On  a  donc  Ténoncé  général  : 

Les  sections  faites  dans  un  cône  du  second  degré  par 
deux  séries  de  plans  anti-parallèles  sont  des  courbes  sem- 
blables. Si  l^une  des  séries  de  sections  se  compose  de  sec- 
tions circulaires,  Tautre  série  se  composera  aussi  de  sec- 
tions circulaires. 

Note  du  Rédacteur.  En  général ,  deux  courbes  symé- 
triques par  rapport  à  un  axe  principal  d^une  surface  du 
second  degré  sont  semblables. 


INTERSECTION  DE  COURBES  ET  DE  SURFACES. 


fx'tf^tjft  sont  des  fonctions  des  mêmes  variables  en 
nombre  quelconque. 
Posons 

{a)  /, +  X/,=  o, 

{b)  /-t-ft/8  =  o, 

[c)  /,  +  v/,  =  o; 

multipliant  la  deuxième  équation  par  jO,  ajoutant  à  la 
première  et  à  la  troisième,  on  obtient 

(^)      /;{p+i)+/«(^+i)+/8(*+f*p)=o. 

Si  l'on  peut  déterminer  X,  ^,  v,  p  de  telle  sorte  que  l'é- 
quation [d)  devienne  identiquement  nulle,  les  valeurs 
des  variables  qui  satisfont  simultanément  aux  équations 
(a)  et  (&),  satisfont  également  Téquation  (C).  Cela  s'ap- 
plique aux  intersections  de  courbes  et  de  surfaces. 
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QUESTIONS. 


604.  Soient  donnés  un  point  ayant  pour  coordonnées 
5'  V  V  ^^^*  quelconques  x,y,  r,  et  trois  plans 


u  u  u 

k'x      Wy      Cz      ^, 
u  u  u 

u  u  u 

d  et  u  sont  des  quantités  quelconques.  Menant  par  le 
point  trois  plans  respectivement  parallèles  aux  trois 
plans,  on  forme  un  parallélipipède  dont  on  demande  à 

trouver  les  arêtes  en  fonction  de  ^9  j>  ^  et  ii. 

000 

605.  Lorsqu'un  triangle  ABC  est  i  la  fois  inscrit  dans 
une  courbe  du  troisième  degré  et  circonscrit  à  cette  même 
courbe,  le  produit  des  rayons  de  courbure  aux  points  A, 
B,  G  est  égal  au  cube  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC.  (Màhkheim.) 

606.  En  ordonnant  le  discriminant  A  de  Téquation 

suivant  les  puissances  de  e,  posons 

A  =  Ae»  4-  3B<î»  4-  3Ctf  +  D. 


(3o) 
démontrer  qu'on  a 

A^  D»  —  6ABCD  +  4 AC>  -h  4B»  D  —  3B»C' 

X  (flV/»  —  6abcd  -h  4flr»  -f-  4^»</  -^  3^'  c')\ 

(MlCHAEL  ROBERTS.) 

607.  Soit  Sf.  la  somme  des  puissances  r  des  racines  de 
Téquation 


ûx*4-  5^j:*  +  lOcjT^  -f- 1  o dx"*  '-\-  5 ex  -1-/*=  o. 


Posons 


û«X 


^0 

Si 

Sj 

S3 

Si 

S2 

Si 

s* 

St 

h 

Se 

Si 

Si 

Sa 

Si 

Ss 

=  P/»4-2Q/-hR, 


alors  P,  Q,  R  ne  renferment  pas/l  Si 


S$      Si       Si 

S\       S%       J3 
Si      Si      54 


=  o, 


démontrer  qu'on  a  la  relation  suivante 


Q'  —  PR  =  o. 

(MiCHABL  RoBERTS.  ) 


608.  Posons 


K==  4  (fftf  —  4^rf+  ^c^)(bf—  ^ce  4-  3//>) 

H  =  ^»  -  flc, 

1  =  ac  —  4  ^^'  '^~  ^^% 

J  =  /ïr^-f-  2^r<f — ad*  —  i?6*  •—  c*. 


(3i  ) 


alon 


(MiCHAEL  EOBERTS.) 

($09.  Soît  le  triangle  RFF';  les  sommels  F  et  F'  sont 
fixes  et  le  sommet  R  est  variable,  F^,  F'y  deux  hauteurs 
du  triangle  passant  par  le  point  H,  point  de  rencontre 
des  trois  hauteurs*,  C  point  de  rencontre  des  deux  droites 
jQTi  FF'-  Par  les  trois  points  R,  H,  C,  on  fait  passer  une 
circonférence  5  la  tangente  MT  menée  à  cette  circonfé- 
rence par  le  point  M  milieu  de  FF'  a  une  grandeur  con- 
stante pour  toutes  les  positions  de  R.  (  Authur  Lesgaze.) 


THÊOME  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DB  RAYONS  RECTILlfiNBS 

(voirt.XX.p.  U9}; 

Par  m.  E.-E.  KUMMER  (*) 


Crelle,  t.  LVII. 


Tradoit  par  m.  E.  DEWULF, 

Capitaine  du  Génie. 


§  VI.  —  De  la  mesure  de  la  densité» 

Considérons  les  quantités  ^,  17,  ^  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion 

Ç^  -t-  iï»  H-  Ç'  =  I 


(')  M.  Ghasles  traitera  cette  année  en  Sorbonne  les  propriétés  des  lignes 
dans  Tespaee;  oe  qui  attache  un  nouvel  intérêt  au  Mémoire  Kummer,  que 
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comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'une 
sphère  dont  le  rayon  est  i. 

A  tout  rayon  du  système  correspond  un  point  sur  la 
sphère,  et  à  toute  série  continue  de  rayons  correspond 
une  courbe  continue  sur  la  sphère. 

Par  un  point  d'un  rayon,  menons  un  plan  qui  lui  soit 
perpendiculaire  et  traçons  une  courbe  dans  ce  plan.  A  la 
série  des  rayons  qui  passent  par  les  différents  points  de 
cette  courbe  correspond  une  courbe  sur  la  sphère.  Ima- 
ginons que  la  première  courbe  s^écarte  infiniment  peu  du 
pied  du  rayon  auquel  son  plan  est  perpendiculaire  et 
qu'elle  détermine  tout  autour  de  ce  pied  une  aire  infini- 
ment petite;  la  courbe  correspondante  sur  la  sphère  sera 
fermée  et  son  aire  sera  infiniment  petite.  Dans  le  cas 
particulier  où  les  rayons  des  systèmes  sont  normaux  k  une 
même  surface  et  où  le  plan  perpendiculaire  à  un  rayon 
en  un  point  quelconque  est  remplacé  par  le  plan  tangent 
à  la  surface  à  l'origine  du  rayon,  le  rapport  de  ces  deux 
aires  infiniment  petites  a  été  pris  par  Gauss  pour  la  me- 
sure de  la  courbure  de  la  surface.  Dans  le  cas  le  plus  gé- 
néral d'un  système  de  rayons,  ce  rapport  a  aussi  une  très- 
grande  importance;  il  ne  donne  plus  la  mesure  de  la 
courbure,  mais  bien  la  mesure  de  la  densité  du  système. 
Nous  définirons  de  la  manière  suivante  la  mesure  de  la 
densité  d'un  système  de  rayons  :  Si  par  un  point  d'un 
rayon,  on  mène  un  plan  qui  lui  soit  perpendiculaire,  et 


Texiguîté  de  Tespace  nous  a  forcé  de  morceler.  Sa  véritable  place  était  dans 
le  Journal  de  M,  lÀouvilU;  mais  le  célèbre  géomètre,  ainsi  que  SI.  Poncelet, 
repoussent  los  déterminants.  Rapppelons-Dous  que  Huyghens  repoussait  la 
hiérarchie  infinitésimale  leibnizienne;  que  l^ibniz  repoussait  l'attraction 
newtonieone.  Cela  n'*a  pas  empêché  Tune  et  Vautre  de  prendre  racine,  de 
pousser  de  vigoureuses  tiges,  couronnées  par  la  géométrie  universelle,  par 
la  mécanique  analytique,  céleste,  physique,  moléculaire. 
Il  en  sera  de  même  de  l'analyse  algorithmique.    (/Vote  du  Bédacteur.) 


(33) 

si  sur  ce  plan  on  trace  une  courbe  fermée  qui  s^ëcarte  in- 
finiment peu  du  rayon  et  dont  Taire  soity*,  si  l'on  désigne 
par  (f  Taire  de  la  courbe  correspondante  sur  la  spbère, 

j:  sera  la  mesure  de  la  densité  du  système  en  ce  point. 

Soit  dq  la  distance  infiniment  petite  d'un  point  de  la 
coorbey*au  pied  du  rayon  auquel  le  plan  de^^est  perpendi- 
culaire. Ce  point  est  déterminé  par  les  quantités  x^  y^  z^ 
\^  ^9  C  ^^  ^^^  abscisse  R.  Soient  x^  V,  jjJ  les  cosinus  des 
angles  que  dq  forme  avec  les  trois  axes,  et  x-hdx^ 
J  "+"  ^5  *  +  ^-2,  I  -H  rf|,  >3  4-  dti^  C  "^  ^C  ^^  quantités 
qui  déterminent  le  rayon  passant  par  la  seconde  extré- 
mité de  q.  D'après  les  équations  (i6),  §  P',  On  a 

IxV^  =  rfa:  +  R£f5  — Ç(Çd:rH-j]ûr/4-Çcfe), 
v^  =  4r  +  Ri/*i  —  *ï(5ûrj:-}-îîd;r  +  Ç^»)» 
fi' </y  =  rf^  4- RrfÇ  ^  Ç  (Ç<£r  4- )j<r  4- Ç^2) . 

Soit  a  l'angle  que  forme  dq  avec  une  perpendiculaire 

au  premier  plan  principal  et  par  suite  -  tt  -7-  a  Tangle 

que  forme  dq  avec  une  perpendiculaire  au  second  plan 
principal,  on  a 

^   ^  (  cosa  =  x,x'-hX,V-f-fi|fx', 

(2)  ( 

\  sina  =  Xax'-i->aV4-pîfA'. 

Multiplions  ces  deux  équations  par  dq  et  remplaçons 
'i! dq^  y<dq^  ^  dq  par  leurs  valeurs  (i)  et  remarquons 
que 

y.i5-l->i«4-f*iÇ  =  o, 

XsÇ-|->a»-f-f*aÇ=0, 
itim.  àe  Matkémat.,  a«  sériée  1. 1*'.  (Janvier  i86a.)  3 


(Î4) 

nous  obtenons  ainsi 

({iqcosa=^Xi dx-hXt  <(r-f-fAi  ^^-^R  (x,  rfÇ-H^i  ''l-f-f*irfÇ)» 

Remplaçons  dans  ces  formules  Xi ,  Xj,  fij,  Xa,  Xi,  fXi  par 
leurs  valeurs  (5)  et  (6)  (§  UI)  et  ^/.r,  i/^,  i/z,  (//)9,  ^^  par 
leurs  valeurs  en  fonction  des  quotients  différentiels  par- 
tiels et  des  dijfTérentielles  du  et  <A^,  nous  obtiendi^ons 

(  dgoosoLSs  —  3itdu  —  Hi^p, 

(4)  f        .  «  flÉ 

(  <lqainoLS=Z'^yiidn'^9id9f 
où  nous  posons,  pour  abréger, 

qi        e-hf'/.-hR(C-h^A)    a        e-hf'/,4-R(C-f-^0 

V|  V| 

De  ces  deux  équations,  il  résulte  que 

(5)  Unga  sr  —  ■= ^- , 

et,  par  suite, 

,^.  ^  3tiC08a4-3lasina 

(b)  ^='~lii[ IT": — • 

9i  cosa  +  JPibina 

Soit  rftf  réiément  de  courbe  sur  la  sphère  correspon- 
dant à  rhfj  les  coordonnées  des  extrémités  de  cet  arc  sont 
Çï  *?>  f  ?  5  H-  ^l^  ^  +  dn,  Ç+dÇ.  On  a  donc 


(7)        da  =  V^</Ç' -f. £/fl»  -:H  dV  =du\/C^  2^/  H-  g/»; 

les  cosinus  des  angles  <{ae  forme  da  sur  la  spkàre  avec  les 


croîs  axes  des  coordonnées  ou  -^î  -r»  -r^  »  sont  donc 

il  9    dff    dff 

.Q.  a-i-a'f  b-hb'/  c-hc'/ 


v'^H-a^r-f-Çi»     i/ETTIT-hÇ^     v^C-ha^r+JÎ;» 

Si  f^  représente  la  valeur  de  t  qui  correspond  à  a  =  o, 
on  a,  d'après  Téquation  (6), 

(9)  '*~""î"' 

et  si  Ton  désigne  par  a'  langle  correspondant  à  a  sur  la 
sphère,  on  a 

ou,  en  simplifiant, 

d'où  Ton  déduit  pour  t^ing^.a'  la  valeg,r  suivajite 
(12)  tanga'=: 3— i — 7:5^^^ 

En  dîflerentianti^eUcéquaLLan,  il  vient 

('3)  rfa'  X ^ — ■  ■  L     , 

et,  par  suite,  d'après  l'équation  {7), 

(lî)  ,  da*da=ildu*dt. 

Par  la  diiTérentiation  de  l'équation  (6),  on  a 

(•,  cosa  -i-  9,  sina)' 

3. 
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et  de  la  première  des  équations  (4)9  en  y  remplaçani 

---  =s  f  par  sa  valeuif  en  a,  équation  (6),  on  tire 

{16)  rf^=-g- T— ^ ; 

jVi  cosa  +  IP2  sma 

donc 

(17)  dq^da=  [%,%-- 3K^%)  du' dt. 

Cette  équation  et  Péquation  (i4)  donnent 

Puisque  dq  est  le  rayon  vecteur  et  a  Tangle  corres- 
pondant pour  la  courbe  infiniment  petite  f  et  que  da 
est  le  rayon  vecteur  et  a'  Tangle  correspondant  pour  la 
courbe  infiniment  petite  f ,  on  a 

(»9)       ^=lj       ^^'^*'    ^  =  îj       ^^*^*'- 

L'intégration  de  Téquation  (18)  entre  les  limites  a=r  o 
et  a=zii:  qui  correspondent  aux  mêmes  limites  de  a', 
donne  donc 

Si  Ton  désigne  par  Q  la  mesure  de  la  densité,  on  a 

(21)  e=^  = 


Des  relations  (4)  on  tire 


(3?) 
D'après  les  valeurs  de  pielpt^  équaiiou  (ip)  (§  IV),  on  a 

eg  — ff'=:p,p,A, 

et  puisque,  d'après  réquation  (4)  (S  ^)y 


on  a 

(22)      3l|  ÎH,  —  Jît,  îl,  =  A  [p,  p,—  (p,  -f-  p,)  R  -H  R»]  ; 

donc 

(23)  e  = ^ 

'  p.p»— (pi4-p«)R-f-R' 

ou 

(4)  e  = 

Ainsi  : 


(p,-R)(p,-R) 


Z^  mesure  de  la  densité  en  chaque  point  d  ^un  rayon 
est  égale  à  la  réciproque  du  produit  des  distances  de  ce 
point  aux  foyers  du  rayon. 

Cette  mesure  est  toujours  réelle,  même  quand  les 
foyers  sont  intaginaîres.  Pour  des  systèmes  de  rayons  à 
surfaces  focales  réelles^  cette  mesure  est  positive  pour 
tous  les  points  situés  en  dehors  des  surfaces  focales,  né-> 
çative  pour  les  points  situés  entre  ces  deux  surfaces,  et  sa 
valeur  négative  maximum  correspond  au  centre  de  chaque 
rayon  \  pour  les  foyers,  elle  est  infinie.  Dans  les  systèmes 
à  surfaces  focales  imaginaires,  cette  mesure  est  toujours 
positive  et  est  maxima  pour  le  centre. 

Si  y  avec  un  rayon  donné,  on  prend  tous  les  rayons  in- 
finiment voisins  ps^sant  dans  l'intérieur  de  la  courbe  in- 
finiment petite  y*  tracée  dans  un  plan  perpendiculaire  au 
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rayôD  donné,  un  aura  ùii  pinceau  ihûmmexii  petil  de 
rayons,  terminé  par  la  surface  réglée  formée  par  tous 
les  rayons  qui  s'appuient  sur  y.  L'aire  infiniment  petite^ 
est  la  section  de  ce  pinceau  infiniment  petit.  C'est  donc 
la  section  qui  correspond  à  l'abscisse  R.  Si  Ton  considère 
une  section  perpendiculaire  y*'  dont  Tabscisse  soit  R^,  la 
courbe  qui  lui  correspond  sur  la  splière  est  la  courbe  (f 
qui  correspond  à  y*;  car  tous  les  rayons  qui  s'appuient 
sur  le  contour/*  s'appuient  aussi  sur  le  contour/*'.  Si  Ton 
désigne  la  mesure  de  la  densité  au  point  dont  l'abscisse 
est  R'  par  &\  on  a 


t  -  «'      T  — 

d'où 

(a5)       ■ 

Dooc: 

Les  aires  des  deux  sections  d*un  pinéeaa  infiniment 
petit  sont  irtversemeHt  proportionnelles  aux  mesunss  des 
densités  aux  points  ou  passent  ces  seetions. 

Si 5  au  lieu  de  con«idérer  les  lneaure»  de  la  densité,  on 
considère  les  densités  mèaies  des  rayons  d'un  pinceau 
infiniment  petit  en  ses  différentes  sections^  il  est  clair  que 
ces  densités  sont  dans  le  rapport  inverse  des  aires  des 
sections  du  pinGeâU4  En  effet,  tous  \eé  rayoâs  d'un  pin- 
ceau ie  distribuent  dans  toutes  les  sôctiovis  de  manière  a 
en  couvrir  toute  l'aire*  ei  danâ  chaque  section  ils  sont 
d'autant  plus  rapprochés  que  eei  aires  sont  plus  petites. 
Donc  : 

Les  densités  dans  tes  différentes  sections  d^nn  pin- 
ceau  donné  sont  ptôpôriionnéltes  aux  mesures  des  den^ 
sites  convspondahtes. 
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Ceci  justifie  suffisamment  la  dénomination  de  mesure 
de  la  densité. 

Pour  deux  points  situés  sur  des  rayons  difTérenls  ou 
appartenant  à  deux  pinceaux  infiniment  petits,  le  rap- 
port des  densités  n'est  pas  nécessairement  le  même  que 
celui  des  mesures  de  la  densité.  Ceci  devient  évident 
quand  on  considère  le  système  particulier  où  tous  les 
rayons  passent  par  un  même  point.  Ce  système  peut 
être  tel,  que  les  rayons  s'épanouissent  dans  tous  les  sens 
d'une  manière  identique  ou  avec  la  même  densité,  ou 
bien  il  peut  être  tel,  que  le  rapprochement  des  rayons 
varie  avec  la  direction  des  rayons.  Dans  le  premier  cas,  la 
densité  est  la  même  pour  tous  les  points  également  éloignés 
du  point  de  départ  des  rayons  et  par  suite  elle  est  toujours 
proportionnelle  à  la  mesure  de  la  densité.  Dans  le  second 
cas,  la  densité  est  fonction  de  la  distance  au  point  de  dé- 
part, mais  elle  est  aussi  fonction  de  la  direction.  En  gé- 
néral, imaginons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  qu'un 
système  de  rayons  soit  déterminé  comme  il  suit.  De  cha- 
cun des  points  d'une  surface  donnée  part  un  rayon  dans 
une  direction  déterminée.  Nous  pourrons  considérer  la 
densité  des  différents  points  du  système  situés  sur  cette 
surface  donnée  comme  une  fonction  de  a:,  y^  z  ou,  ce  qui 
revient  au  mèoie,  comme  une  icmction  des  variables  in- 
dépendantes u  et  V.  Par  suite,  la  densité  en  un  point 
donné  d'un  sptème  sera  déterminée  par  raf^rt  à  la 
densité  d'un  point  situé  sur  le  rayon  passant  par  le  point 
donné.  La  densité  en  un  point  quelconque  est  égale  à  la 
mesure  de  la  densité  en  ce  point  multipliée  par  une  fonc- 
tion de  u  et  de  ^  qui  ne  renferme  f  as  R  et  qui,  par  suite, 
est  la  même  pour  tous  les  points  appartenant  à  un  même 
rayon.  Lorsque  cette  fonction  est  constante  et  que,  en 
conséquence  de  cela,  la  densité  en  tous  les  points  du  sys- 
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tëme  esi  proportionnelle  à  la  mesure  de  la  densité,  on 
pourra  dire  que  le  système  est  homogène. 

Tous  les  points  des  dlfTérents  rayons  d^un  système  où 
la  mesure  de  la  densité  est  la  même,  sont  situés  sur  une 
surface  que  Ton  peut  nommer  surface  d^ égale  mesure  de 
densité.  Comme  Ton  peut  donner  à  la  mesure  de  la  den- 
sité toutes  les  râleurs  constantes  que  l'on  veut,  il  s'ensuit 
que  dans  chaque  système  de  rayons  il  y  a  une  série  de 
surfaces  d'égale  mesure  de  densité.  Toutes  ces  surfaces  se 
représentent  bien  simplement  au  moyen  de  l'éguation  (a3) 

R'  —  (pi  +  pO  ^  -+■  p»  P»  =  ;^* 

Supposons  0  constant  et  résolvons  cette  équation  pjar 
rapport  à  H,  nous  aurons 


(26) 
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Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  R, 
(27)         x'ssx-J-RÇ,     7'  =  j'H-R>î,     z'  =  2  +  RÇ 

sont  les  coordonnées  de  tous  les  points  du  système  pour 
lesquels  la  mesure  de  la  densité  a  la  valeur  constante  9. 
Ces  équations  (  27  )  sont  les  équations  des  surfaces  d'é- 
gale mesure  de  densité,  en  ce  sens  qu'elles  déterminent 
les  coordonnées  des  points  de  cette  surface  en  fonction 
des  deux  variables  indépendantes  u  et  v^.  Pour  que  ces 

surfaces  soient  réelles,  il  faut  que  la  valeur  de  -  soit 

comprise  entre  les  limites  —  ir  "*r*^   et  -h  00  .  Pour 
*^  4 
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6  =  00  ,  R  a* est  réel  que  si  les  foyers  le  sont,  et  on  a 

R  =  p,    ou    R=p3, 

de  sorte  que  les  surfaces  focales  soat  des  surfaces  d^égale 
mesure  de  densité.  Cette  mesure  est  infiniment  grande 
pour  tous  les  points  de  ces  surfaces. 

Si  les  deux  surfaces  focales  sont  réelles  et  données,  en 
sorte  que  tous  les  rayons'  du  système  puissent  être  consi- 
dérés comme  des  tangentes  communes  à  ces  surfaces,  on 
peut  construire  facilement  les  surfaces  d'égale  mesure  de 
densité.  Il  suffit  pour  cela  de  déterminer  sur  chaque 
rayon  un  point  tel,  que  le  produit  de' ses  distances  aux 
foyers  du  rayon  (ou  points  de  contact  du  rayon  avec  les 
surfaces  focales)  soit  égal  à  une  constante  donnée.  Si 
cette  constante  est  positive,  le  point  se  trouve  en  dehors 
des  deux  foyers  \  il  se  trouve  entre  les  deux  foyers  dans 
le  cas  contraire. 

(  La  fin  prochainement*) 


THÉORIE  DES  POINTS  NliLTIPLES  ET  DES  TANGENTES  ; 

D'APRis  SALMON. 


1.  Soit 

A-hBx  -i-Cy  -hDx^-h  Exy  H-  F/'-h. . .  =  o 

Toquation  en  coordonnées  cartésiennes  d'une  courbe. 
Si  Ton  a  A  =  o ,  la  tangente  à  Torigine  est  alors 

Ba?-f-C/  =  o, 
ou  en  coordonnées  polaires 

p  (  B  cos  0  +  Csin  0)  =  o. 
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Si  Ton  a  encore  B  =  o,  Taxe  des  x  est  une  tangente,  et 
si  C  =  o,  Taxe  des  j^  est  une  tangente* 

2.  SîA  =  B  =  C  =  o,  toute  droite  qui  passe  par  l'o- 
rigine rencontre  la  courbe  en  deux  points  qui  coïncident; 
Torigineest  alors  un  point  double,  et  sous  ce  pointde  vue 
toutes  CCS  lignes  sont  en  quelque  sorte  des  tangentes; 
mais  parmi  ces  lignes  il  y  en  a  deux  qui  touchent  plus 
étroitement  les  conrbes  que  toutes  les  autres  :  ce  sont 
celles  qui  sont  déterminées  par  Téquation  polaire 

p*(Dcos>d -f- Esta  Ocose  4- Fsin'd)  =£ o} 

alors  réquation  polaii*e  devient  divisible  pour  p'  \  trois 
valeurs  de  p  deviennent  nulles  :  ce  sont  ces  deux  lignes 
qui  portent  exclusivement  le  nom  de  tangentes.  Le  sys- 
tème de  ces  deux  lignes  est  représenté  par  Téquation 

Dx»  4-  G^x  4-  Fj»  =  o. 

3.  Si  réquation  polaire  de  la  courbe  est 

«î-f-tts-f-. ..  =0, 

u^y  c'est  p^  multipliée  par  une  fonction  trigonométrique 
de  6,  fi,  =  o  est  Téquation  du  système  des  doubles  tan- 
gentes. 

II  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

1®  Les  deux  tangentes  sont  réelles.  Alors  l'origine  est 
un  point  d'intersection  de  deux  branches  de  la  courbe, 
chaque  branche  ayant  sa  tangente  particulière.  On  en  a 
un  exemple  simple  dans  les  courbes  formées  du  système 
de  deux  autres  courbes  \  soient 

Peso,     Q==o 

deux  courbes  de  degrés  /?  et  q  et  />  -f-  7  =  w  ;  alors 

U  ^  PQ  =r  o 
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esi  une  courbe  de  é^ré  n  ^  les  coarbes  P  et  Q  se  coupent 
en  pq  points,  et  en  chacun  de  ces  points  il  y  a  évidem- 
ment deux  tangentes,  Tune  à  la  courbe  P  et  l'autre  à  la 
courbe  Q. 

iP  iff  est  un  carré  parfait;  led  deux  tangentes  réelles 
coïncident  en  une  seule  droite  double.  Le  point  porte  alors 
le  nom  de  point  de  rebroussenienty  et  quelquefois,  dia- 
pré une  considération  cinématique,  point  sladonnafre. 
Si  la  courbe  est  décrite  par  un  point,  lorsque,  ayant  par^ 
couru  une  des  branches,  il  arrive  au  point  de  contact  de 
la  tangente  double,  il  semble  s'arrêter  pour  changer 
subitement  )e  sens  dtt  mouvement  dans  le  sens  opposé. 
La  tangente  dotd>Ie  touche  en  trois  points  consécutifs* 

L'exemple  rapporté  ci-»deésus  ne  peut  pas  servir  ici  ; 
supposons  que  les  deux  couri[>es 

P=o,    Q  =  o 

se  touchent  ;  alors  il  y  a  en  ce  point  une  seule  tangente , 
mais  elle  rencontre  la  courbe  de  ce  degré  n  en  quatre 
points  consécutifs,  deux  sur  la  courbe  P  et  deux  sur  la 
courbe  Q.  Ainsi  quoiqu'il  y  ait  une  tangente  double,  ce 
n^est  pas  là  un  point  de  rebroussement  ;  l'équation  po- 
laire^ alors  la  forme 

iii  =:  o  réduit  l'équation  à 

If,  -f~*  •  •=  o. 

3^  Les  deux  tangentes  soniitnaginaires ^  alors  il  n'existe 
aucun  point  consécutif  à  l'origine  qiii  est  ainsi  un  point 
isoléj  mais  conjugué  à  la  courbe  *,  toutes  les  droites  qui 
passent  par  ce  point  sont  des  espèces  de  tangentes  qui 
dupent  la  courbe  en  /i  -^  a  points,  si  n  est  le  degré  de  la 
rourbe. 


(  44  ) 

4.  Exemple.  —  Soit  la  cubique  donnée  par  rëqualion 

^'  =  (j?  —  a)[x  —  b)[x  —  c)  ;     c>5^fl; 

la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  x.  Soient 
A,  By  G  les  trois  points  de  Taxe  des  x  correspondants  à 

la  courbe  est  formée  d  un  ovale  passant  par  A  et  B  et 
d^une  branche  de  forme  parabolique,  ayant  pour  sommet 
^C^  entre  B  et  C  il  n'existe  aucun  point. 

Si  b  =  c^  le  point  B  coïncide  avec  C  ;  Tovale  et  la 
brandie  forment  une  seule  ligne,  et  en  C  il  existe  deux 
tangentes  réelles. 

Si  a  =  by  alors  A  et  B  coïncident  *,  Tovale  se  réduit  en 
un  point  conjugué  j  et  les  droites  qui  passent  par  ce 
point  ne  peuvent  rencontrer  la  branche  infinie  qu'en  un 
seul  point. 

Si  a  =ib  =c,  les  trois  points  A,  B, C  coïncident;  il 
n'y  existe  qu'une  seule  tangente  simultanément  aux  deux 
branches  infinies.  A  est  un  point  de  rebroussement. 

5.  Si  a  =fc  =  c  =  o,  l'origine  devient  un  point  triple^' 
chaque  droite  qui  y  passe  rencontre  là  la  courbe  en 
trois  points  consécutifs,  et  ne  peut  plus  la  couper  qu*en 
n  —  3  points,  il  y  existe  trois  tangentes  données  par  l'é- 
quation 

«s  =  o, 

ce  qui  donne  lieu  à  quatre  espèces  de  points  triples  : 

i^  Les  trois  tangentes  réelles  et  distinctes  ; 

a**  Une  réelle  et  deux  coïncidentes  •, 

3°  Les  trois  coïncidentes  ; 

4^  Une  réelle  et  deux  imaginaires. 

Ce  dernier  cas  est  remarquable,  car,  à  l'œil,  ce  point 
triple  ne  se  distingue  en  rien  des  autres  points  de  la 


(  45  ) 

courbe;  il  n'y  a,  pour  ainsi  dire,  que  Fœil  analytique  qui 
aperçoit  une  difTérence. 

6.  Si  réqualion  polaire  est  de  la  forme 

«*4-«*+i-l-...  =  o, 

on  suppose  que  tous  les  termes  qui  précèdent  u^  sont  nuls  ; 
alors  4^origiue  est  un  point  de  multiplicité  Ar;  il  y  a  là  /î 
points  coïncidents,  et  les  trois  qui  y  passent  ne  peuvent 
rencontrer  la  courbe  qu'en  n — k  points;  il  y  existe  ké 
tangentes,  ayant  A  +  i  points  en  commun  avec  la  courbe, 
et  ne  pouvant  rencontrer  la  courbe  qu'en  n — k — i  points. 


SUR  DNI  IDENTITÉ  DE  WARING; 

Pae  m.  J.  D£  VIRIEU, 

«     Professeur  à  Lyon . 


1  •  A  la  page  583  du  tome  IV  des  NouyeUcs  Annales^ 
on  trouve  ce  qui  suit  : 

«  Soient  n  quantités  quelconques,  ai ,  ai, . .  «,  a„,  on 
a  toujours  cette  identité  : 

«i  fli  («I  -f-Û») -»-  («i  -t-«0  tfa(fl|  -4-fli  4-  ^0  +  •  •  • 

»  Waring  déduit  cette  identité  d'une  propriété  de  la 
»  parabole  \  il  serait  intéressant  de  l'établir  analytique- 
»  ment.  )> 

2.  Il  suffit  de  démontrer  que  le  premier  membre  de 
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Yiàeaâité  proposée  esi  tine  fonction  symétrique  des  lyun-* 
tilés  ai  9  ^t , . . . ,  a,,  ;  car  le  second  membre  se  dedojt  an 
premier  en  remplaçant  cliacunedes  quantités  delà  pre- 
mière des  deux  lignes  ci-dessous , 

^1  >    ^a  »  •  •  •  >  ^1 1  •  •  •  >   ^11— I  »    ^nf 

par  la  quantité  de  même  rang  dans  la  deuxième  lign^. 

3.  Soit  P„  le  premier  membre  de  l'identité  proposée; 
n  est  un  entier  absolu  au  moins  égal  à  a,  et  Ton  a  par 
définition 

n=zt 

d'où 

(A)     V^y  ==  P.  4-  (fli  H-. . .  -h^i,) tf«+i  («{4-. . . 4-«i.+i). 

4.  Développons  quelques  valeurs  particulières  de  P„. 

r»=  Pii4-  [o^  -ira,)  ^A^t  ^^ «^ihi^a) 

=  [fli4-aï4-<7,(ûj«a}4-<5rifl.4-<?a<»j]— ^i«J«l# 

P4=:  P,  4-  (fl.  ^41^-f-  11,  ).^  (^,  4-<r«+  ^J  4'^,4  ) 

■4-ii(#i  4-*i4*.<re4--»é)  (^i^i4'4,<i,4^.tft^) 

-^  a^iaiafhÇtOfjrfl^Oi)  —  a,  11,17,] 

-i- [(iii 4- tf«4- ^j  4- ^0 (^<  ^i +^< ^»-*- ^< ^>)] 

4-  {^i  4-<y»4-ff34-«i)  («i<»aH-fli  a54-/i2^j4-«i«i4-^4^i4-^4^;J 

o»  Désignons  par  pS^  4a  somme  dos  produits  dilE^rents 


(47) 

de  9  iàcievkrs  ifa'ott  peut  former  zvtc  les  p  «paniicës  éi^ 
tinctes  ai,  as , . . . ,  ^z^;  ^S^  sera  une  fonction  synuétrlque 
de  ces  quantités,  et  les  formules  du  n^  4  deviennent 

Pj  ^^  aSj  ^  sSsf 

P,  ;=  jS|  X  »Sj  *"■  iSa  » 

•  4  ^  A  X  4Sa  —  4S4, 

d'on  par  induction  : 

(B)  Pji  =5  «Si  -f-  hS}  —  11S3 , 

formule  quHl  faut  vérifier. 

K.  Supposons  cette  formule  exacte  pour  une  valeur 
particulière  v  de  n,  on  aura 

P„  =   ySl    X   )Ot    —    A  • 

et  en  vertu  de  la  formule  (A) 
ou 

P»4-i=:  AX  A— A  +  («I  "+••••«»») <»y+i  (^|-H—-4-<îiH.r) , 
P»+l— -  (»+|Si  —  ^iHrt}  v5i— >Sj-l->^viSaX^îH'lX  (<'"H»— "+"<'y)  9 

Pv44=  v^iSi  (  A+tfv4-i  («i-h«  •  --H»»)  —  (Ah-  «»+i  a  )  ; 

mais 

donc 

7.  Si  donc  la  fiormule  (B)  est  vraie  ponr  -une  valem* 
particttliÀr«$  de  a,  elle  est  vr«ie  pour  la  valeur  de  n  immé- 
diatement supérieure  à<;elle-là  *,  or,  eu  vertu  du  n°  ^-elle 
est  vraie  pour  n  =  a .  3 . 4  9  donc  elle  ^st  générale  ;  la  fonc- 
tion P„ ,  mise  sous  cette  forme,  est  évidemment  une  fonc- 


(48) 

lion  symétrique  des  quanti  lés  ai , . . . ,  a^, ,  ce  qui  démon- 
tre Tidentité  proposée. 


ARrmOLOGIB. 

Sir  le  caractère  biqvadratiqie  di  leabre  2; 

Pae  m.  DIRICHLET. 

Soit  p  un  nombre  premier  de  la  forme  4  'i  +  i  •  on  sait 
que  Ton  a 

Posons 

b^af=p, 

m 

où  p  désigne  un  multiple  de  p  et  y*  un  nombre  qui  satis- 
fait à  la  congruence.  On  a  le  caractère  biquadratique  sui- 
vant de  a 

Cet  extrait  d'une  lettre  posthume  de  DiricUet  à 
M.  Stem,  de  Gottingue,  traduit  par  M.  Hoûel,  savant 
professeur  de  la  faculté  de  Bordeaux,  paraîtra  incessam- 
ment dans  le  Journal  de  M.  lÀou%filIe. 


OlIESTIONS. 


610.  Soit  donnée  une  surface  du  deuxième  degré,  la 
sphère  exceptée,  et  un  point  fixe,  lieu  d^un  spectateur^ 
sous  quel  angle  verra-t-il  la  surface  ?  On  sait  que  cet 
angle  est  mesuré  par  Tangle  solide  du  cône  tangent. 

On  admettra  prouïsoirement  des  cas  particuliers. 

611.  Trouver  n  nombres  entiers  et  positifs^  dont  la 
somme  égale  le  produit. 
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THÉORIE  DV  lOUVBNBNT  REUTIF^ 

Par  m.  BRESHMANN, 

Professsenr  à  rUniTenîté  de  Moscou. 


Soient  OÇ,  Otï,  OÇ  trois  axes  fixes,  Oa:,  Oy,  Oz  trois 
axes  mobiles  autour  d'une  même  origine  O^  on  a  pour  un 
point  M  dont  les  coordonnées  sont  ^i  >?,  ^ 

Lorsque  la  position  des  axes  varie  sans  quHls  cessent 
d*ètre  perpendiculaires  entre  eux,  on  aura 

\  dX^^i  a^dx  -^  b^df  -\'  c^dz  -^  xda^ -i- ydb^  4-  zdc^ ; 

H-  a  [da^  dx  H-  dbx  dy  -h  dc^  dz) 
-h  eUd^ai-i-dfd^bi  -^dzd'ct^ 

d^nzrzaid^X'i'  bt  d^f  -^  c^d^z 

(3)  ^  +2(^£r2r/j:  +  </^i£f^ -f-c^C2^z) 

H-  //Ir^/'  a,  -i-  if/rf»  bt  -+-  c/s^/*  c, , 

d^};=zaid^X'^b3 d^x  -i-c^d-z 

-+-  2  (da^dx-^  dbi  dy  H-  A-j  di) 
-h  ^û?«  «3  +  dyd^  bi  4- 1/«<^*  r,. 
ladb-^lbda=:Oj 

(4)  ?    2frf<i-i-  2<îrfc  =  o, 

{   2  bdc  -h  Xcdb  =  o , 
Ànn,  de  Alaihcmat.,  2*  série,  t.  I"*.  (Février  t^Cri.  4 


( 


(  5o  ) 

OÙ  Z  désigne  un«  somme  de  trois  termes  qui  ont  respec- 
tivement les  indices  i,  a,  3,  par  exemple 

ladb  =  Oi  dbx  -h  «a  dbi  -+-  a^  db^. 
Mettons  en  ordre  cyclique 

/  ladb  =  —  d<fi  =  —  Zbda , 
(5)  '   lcila=:-^dfj  =  —ladcy 

\  ibdc  =. —  </ç,  =  —  Icdb^ 
nous  aurons 

ISiirf'  ^  =  —  £/»ç,  —  Idadby 
2  ad^  c  =z  —  d'^ff^  —  Idf'dc , 
lad*az='^l{day. 

La  dernière  de  ces  équations  est  la.  seconde  différen* 
tîelle  de  Téquation  2n*  =  i .  Il  nous  suffira  de  trouver  la 
valeur  de  d*  \  pour  écrire  celles  de  d*  y),  d^  t^.  Supposons 
qu'à  la  fin  du  temps  t  les  axes  mobiles  coïncident  avec 
les  axes  fixes  et  remarquons  que  a,  b^  c  désignent  respec- 
tivement les  cosinus  des  angles  formés  par  les  axes  x,  y^ 
z  avec  les  axes  indiqués  par  les  indices  i,  2,  3,  qui  si- 
gnifient \^yit  ^9  on  aura 

01  =  1,      6,  =  i,     c,  =  1  ,       daz=Oy     db2  =  Oi     dc^^zo; 

mais  d*  a,  d^  b^^  d*c^  ne  sont  pas  =  o,  tous  les  autres 
cosinus  ai,  as,  &i,  £$,  Cj,  c%  disparaissent;  donc  les 
équations  (5)  et  (6)  deviendront 

Idbi  =:  —  dffi  =  —  dut  y 
dOi  =  —  dfi:=^dCi , 
dct  =  —  dft  =  —  db^ , 

rf'  ^i  =  —  d*  f 3  —  dOi  dbi  =  —  1^'  y,  -h  dffx  dfi , 
(8)      {  d*Ci  :=  a^ffi'-daidct^^d^fj-hdffidffij 


(5.  ) 
Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  dqua 
tioos  (3)  et  qu*on  mette  pour  abréger 

fifi  dtfi  d^i 


«î-+-»;-i-«î  =  »% 


on  obtient 


//•  Ç        rf*x  [      dz  dY\  dt^-i  dtù^ 


(dz  djr\  ddn^ 


—  r 


fif/»  <&»  \     dt  dt  I  dt        -"    dt 

-4-  W|(w|.r  •+•  w,  j  -f-Wjz)  —  «Jjr. 

La   loi   de  composition  du  second  membre  de  cette 
équation   donne  immédiatement  le  moyen  d'écrire  les 

d'*  n    d^  tL 
valeurs  de  -^— %  -77-  Lorsque  Torigine  a  aussi  un  mou- 
vement d*entrainement  et  qu'on  désigne  ses  coordonnées 
parce.  ^,  7  relativement  à   trois  axes  fixes  parallèles  à 
ceux  de  ^,  m^  Ç,  on  a 


d^x, 
dt^ 

dO 

fl'oL 

■^  dt^  ' 

d'y, 
dt' 

dr 

■*■   dO  ' 

donc 

d'z\ 
dt^ 

dt' 

d'y 

dt' 

dt' 

=  X  = 

d'oL 

dt' 

d'x 
^  dt' 

-ha  (1 

dz 

d%à^  dàt^ 

4- 


(  5o  ) 
OÙ  Z  désigne  uns  somme  de  trois  termes  qui  ont  respec- 
tivement les  indices  i,  2,  3,  par  exemple 

ladb  =  Oi  dbi  4-  <z,  db^  -h  a^  db^. 

Mettons  en  ordre  cyclique 

/  ladb  =  —  dfi  =z  —  ibda , 
(5)  *   lc€ia=  —  dfi=s — ladcy 

\  ibdc  =  — </çi  =  —  Icdb^ 
nous  aurons 

Ilad^b  =  ^d^fj^'-  Idadb , 
2  tfrf' c  =  —  </»  «p,  —  2rfr///r, 

La  dernière  de  ces  équations  est  ^  seconde  difTéren* 
tielle  de  Téquation  2/i*  =  i .  Il  nous  suffira  de  trouver  la 
valeur  de  rf*  \  pour  écrire  celles  de  d^  »,  d*  (^.  Supposons 
qu'à  la  fin  du  temps  t  les  axes  mobiles  coïncident  avec 
les  axes  fixes  et  remarquons  que  a,  &,  c  désignent  respec- 
tivement les  cosinus  des  angles  formés  par  les  axes  x,  y^ 
z  avec  les  axes  indiqués  par  les  indices  i,  2,  3^  qui  si- 
gnifient ^,77)  C'  ^^  ^"^^ 
u,  =  1,      6,  =  i,     c,  =  1,       da  =  Oy      dbt  =  o,      rfc,  =  0; 

mais  d^  a,  </'  61,  //*Ct  ne  sont  pas  =  o,  tous  les  autres 
cosinus  at,  as,  6|,  £«9  ^i«  ^t  disparaissent;  donc  les 
équations  (5)  et  (6)  deviendront 

Idbt  =  —  </ïp3  =  —  dui , 
rffla  =  —  rfyj  =  — f/r, , 
dip]  =  —  dfi  =  -i-  dbi  y 

d^bx=i  —  </'  f  3  —  da^  db^  =  —  <^*  fi  -f-  </f  1  </fa  y 

rf»  fl,  =  -  (rffl,)'  —  (c/fl, V  =  -  (rffi)'  -  [dffsY. 


(5.  ) 

Si  l^on  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  équa- 
tioDS  (3)  et  qu^on  mette  pour  abréger 

d^i  rf©3 

_  =  „„   -^=^„ 


dt 

on 

obtient 

■ 

• 

d^x 

'  di^ 

-h  2 

(rf«  f/r\  dtùi  </», 

dt  dt  j  dt        -^    dt 

La  loi   de  composition  du  second  membre  de  cette 
équation    donne  immédiatement  le  moyen  d'écrire  les 

valeurs  de  -^--^  -— -  Lorsque  l'origine  a  aussi  un  mou- 
vement d'entraînement  et  qu'on  désigne  ses  coordonnées 
par  a,  ^,  7  relativement  a  trois  axes  fixes  parallèles  à 
ceux  de  Ç,  >?,  Ç,  on  a 


donc 
dt^  —  ^—  rf^> 


rf'jT, 

de 

d'd 
■^  dt^  ' 

«//' 

dr- 

d^x, 
de 

<P7 
dt* 

dl^ 

4-2  ( 

dz 
""^di- 

d»i  dt»2  ,  . 

4- 


(52) 


^*P       à^r  (      dx  dz\  flf«3  dfùx 


4-  Wj  (wi  X  -f-  «,^*  -h  6>a  2)  —  w' r , 

_       </'  7       c/^  z  I     dr  dx\  dfùx  dt^^ 

<//  dt'  \      dt  dt  )       '^    dt  dt 

Pour  faire  usage  de  ces  formules,  il  faut  savoir  ce  que 
signifient  c«)|,  &),,  tù^  dont  les  valeurs  sont  dx)nnées  par 
les  équations  (7).  En  effet 

dbx  =  fi?co8(/,  Ç)  =  —  dff^=: —  r/cos(x,  n) 
ou 

—  sin  [xA)d{x,  Ç)=— rfç,  =  sin(x,>î)€f(x,>î), 

et  supposant  qu'à  la  fin  du  temps  t  les  axes  x^y^  z  coïn- 
cident avec  les  Ç,  »,  Ç,  on  aura 

sin(/,Ç)  =  i,     sin(x,  Ç)  =  i, 
donc 

ou 

c'est-à-dire  que  ^cps  est  l'accroissement  positif  que  reçoit 
pendant  dt  l'angle  droit  (j^,  f  )  à  la  fin  du  temps  t  ou  la 
diminution  deTangle  (a:,  ^).  Nous  regarderons  l'accrois- 
sement d'un  angle  comme  positif  ou  négatif  selon  qu'il 
sera  décnt  autour  de  l'axe  de  gauche  à  droite  ou  inverse- 
ment pour  un  œil  qui  se  trouve  sur  l'axe  positif,  mais 
le  signe  donné  à  l'angle  déterminera  la  direction  de 
l'axe  positif.  Ou  déduit  de  même  des  équations  (7)  que 
//cp, ,  d(f^  sont  des  angles  infiniment  petits  décrits  autour 


(53) 
des  axes  ^  et  y?  ^  donc 

doi  dfo^  dfù^ 

sont  les  vitesses  angulaires  autour  des  axes  ^9  v?»  ^-  Remar- 
quons que  les  déplacements  du  point  M  relativement  aux 
axes  fixes,  seulement  en  vertu  du  mouvement  des  axes 
x,y,  z  autour  de  rorigine,sont,  d'après  les  équations  (i) 

Idf  \  =  xdù\  -^  ydby  H-  zdcx  =  C^f  3  ■""  ^3  ^fa  > 
i/,îi  =  xda^  -H ydb^  -t-  zde^  =  ÇûTy,  —  ï^f  1 , 

Tels  sont  aussi  les  déplacements  possibles  d'un  point 
quelconque  d'un  système  invariable,  qui  peut  se  mouvoir 
autour  d'une  origine  fixe.  Le  lieu  des  points  qui  restent 
immobiles  pendant  le  mouvement  des  axes  est  une  droite 
déterminée  par  les  équations 

c'est-à-dire 

I^d^%  —  >îrfy3  =  o, 
Ç^/^  — Çrfy.  =0, 

ou,  en  divisant  par  dt^ 

Çmj  —  >3&)j=:o, 
(/)  {    Ç«3— Ç«,  :=0, 

>îô»,  —  Çw,  =  o . 
On  tire  de  là 

dffi dffi dff^ dff 


(54) 

ou 

0»!  M]  W,  6) 


5       "       5       V^ÇHh^ÎM-T' 
où 

Ces  ëquations  donnent 

V  P  H-  >î'  +  Ç'  €/ç         w 

-7=====  =  COs(/,>ï    =--i-=:— , 

"7============  ==  cos  (/ ,  Ç)  == -ri- ==  - • 

D* ailleurs  les  équations  (1),  respectivement  multipliées 
par  ^,  77,  ^  ou  par  </cpi,  f^cp,,  cfcps,  donnent 

La  première  de  ces  équations  montre  que  le  déplace- 
ment dt,a  dont  les  projections  sont  d^\^  d,Yiy  d^Ç  se  fait 
sur  une  sphère  décrite  autour  de  l'origine,  et  la  seconde, 
mise  sous  la  forme 


dff  dgtr       dff   d^a        dtf  d^a 

prouve  que  Tare  d^G  est  perpendiculaire  à  la  droite  (/). 

Soit  r=M/i  le  rayon  de  cet  arc,  MO  =  R,  on  tire 
des  équations  (I) 

=  R>£f(p»  — R'rfy«.cos'(/,  R), 


(  55) 

donc 


dff  = 


r 


est  Tare  décrit  autour  de  l'axe  instantané,  et,  d'après  les 
équations  trouvées  ci-dessus, 

éff,  =i=</f  cos(/,  \) 

ou 

fl»i  =  WCOS  (/,  Ç),      Wi=«>COS(/,  )|),      0»s  =«>cos(/,  C)» 

c'est-à-dire  qu'en  connaissant  la  vitesse  angulaire  autour 
d'une  droite  (/),  on  trouve  sa  composante  autour  d'une 
antre  droite  \  en  multipliant  a>  par  cos  (/,  ^)  [*). 


SOLUTION  DE  LA  «IIRSTION  603 

(foir  t  XX.p.  S99);     . 

Pae  m.  COLOT, 

Professeur. 


Si  Ton  désigne  par  E  (a,  b)  la  circonférence  d'une  el 
lipse  dont  les  axes  sont  a  a,  ai  et  si  Ton  pose 

on  a 

Vaa-K  b    ^  7.0-^  b    ) 

(Provhet.) 

(*)  Ce  Mémoire  et  celui  de  M.  Quet  sont,  à  ce  que  je  sache,  ce  que  nous 
•Tonft  de  plus  satisfaisant  sur  les  mouTements  relatifs,  les  seuls  qui  exis- 
tent dans  la  nature.    Tm. 


(56) 

Nous  représenleroiis  par  E  (-)  la  fonclion  ellipliqiic 
complète  de  seconde  espèce  qui  a  pour  module  -9 


Lemme  I. — La  circonférence  d'une  ellipse  E  (a,  b)  est 
égale  2aEà  (-)•  (  f'oi/' tous  les  Traî  lés  de  Calcul  intégral.) 

Lemme  II.  —  Soient  X,   Ai,  i,  trois  quantités  liées 
entre  elles  par  les  relations 

A|  — —T-J       A,  =  — — — - 

14-A  !+>! 

et  (X,  1^1,  (if  trois  autres  quantités  •telles,  que  Ton  ait 

p»4-V=i,      fz^-i->î=:i,      pi;-h>;=:i; 

on  peut  poser 

(A)     ^,  (i  4-  piO  E  (^) -  (2  -h  pi.)  E  aO  4-  (i  -h  X.)  E(>,)  =  o 

(Verhulst,  Fonctions  elliptiqHes,  p.  162). 

Théorème.  —  Les  trois  ellipses  ont  pour  excentricités 

->  — — 9 T»  Vésalilé  à  démontrer  retient  donc  à 

la  swvantc 

Posons 

l^y  ; — 7- —  A,         — —  A,,        ; —  — A,. 


(  57  ) 
OU  vérifiera  sans  peine  que 


A,  =  — -— --J       Aj  = 


i-hX  i-hX, 


et  que  la  substitution  dans  l'égalité  (B)  des  valeurs  de  a, 
&,  c  tirées  des  équations  (C),  la  rendra  identique  à  (A). 


SOLUTION  DE  LA  OOKSTION  50» 

(voir  t.  XIX,  p  41)  ; 

Par   m.   COLOT, 

Profesaeur. 


Soient  p  et  q  deux  nombres  donnés,  pi  la  moyenne 
arithmétique,  Çi  la  moyenne  géométrique,  p^  la  moyenne 
arithmétique  de  p^  et  q^  Çt  l^tir  moyenne  géométrique, 
et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  ^n+i9  Çn+x  sont  les  moyennes 
arithmétiques  et  géométriques  de  p^',  ^n*  Quelle  est  la  va-^ 
leur  de pao  et  démontrer  que  pao  =qQO  .     (Gauss.) 

Il  est  facile  de  montrer  que  poo  =  qco  .  En  effet  on  a, 
par  définition  des  quantités  qt  et  piy 


d'où 

p,-g,^  1 i <'T~' 

on  aurait  de  même 


(  58) 
et,  en  général, 

ce  qui  démontre  que  la  didrérence  pn  —  ^„  a  pour  limite 
zéro. 

Avant  de  chercher  la  valeur  commune  des  deux  quan- 
tités yc^oo  ,  ^00  ,  nous  établirons  quelques  lemmes. 

Lemmes.  — -  Soient  c,  Ci,  Ct,...,  une  suite  de  quan- 
tités plus  petites  que  Tunité  et  croissantes,  liées  entre 
elles  par  les  relations 


2^  a  v^ 

r,  =  ; 9         C,  ==  -,.... 


Soient 


*—  y/i— f»,      6,=  ^i  — cj, 


on  aura 

.  u 


(a  0=r J'y      0|  =  — —r-' 


2° 


(p)  14-^,  =  _—,       1  +  6,= 


•• 


i-h  c  IH-  «^1 


3^ 

(7) 


D(c„)  =  (i  +  c) (iH-c,). .  .(i  -h  c,«,)D  (c) 

(Vbbhulst,  Fonctions  elliptiques,  p.  i48.} 

(*)         D  (*)  =  (i  +  6,)('  H-  *-.)• .  .(i  +  ft.)  D(*.). 
5° 

I  -H  c._,     I  +  c,_,        1+  c      ^     ' 


(5») 


(1)  (,  +  c){i  +  r.)...(.  +  c._.)=^^^. 

[D  (b)  représente  la  fonction  elliptique  complète  de  prc- 

miére  espèce   /  -  et  ainsi  des  autres.) 


égalités  (a)  et  (^)  se  vériGent  sans  difficulté. 

{d)  ne  diffère  de  (y)  qu'en  ce  que  les  modules  c,  c,, 
Cl,...,  ont  été  remplacés  par  i„,  ^r~iv9  ^^î  ^'^^  entre 
eax  les  mêmes  relations. 

(e)  est  une  conséquence  immédiate  de  ((3)  et  de  (â). 

Enfin  en  résolvant  [y)  par  rapport  au  produit 
(i-f-  c)  (i  +  Ci)...(i-f- Crt_i),  on  obtient  la  formule  (X). 

Passons  maintenant  k  la  recherche  de  poo  . 

Posons 

—  ïS  c  j  -^  >»  ^19      •  •  >  """  —  Cj»  >  .  .  .  • 

P  Pt  Pn 

Nous  aurons 

p^  = ,      qH=\P»^iqm^i7 


Pn         Pn-l-^qn^l 
OU 

''-=— r — ; 

par  conséquent  tout  ce  qui  a  été  dit  précédemment  est 
applicable  à  la  suite  de  rapports  -  >  ^9  etc. 


(6o) 
De  plus  on  a 

2/;,=/? -+-7  =/?(i  -f-c), 


Multipliant  membre  à  membre  et  supprimant  les  facteurs 
communs, 

2"/>ii  =  A>  (i  -+- c)  (t  -4-  cr.) . . .  (H-  c,_,), 
et  comme  (iH-c)  (i  +  c, ),..(n-c„.i)  =        ^^  "S 

pour  w  =  00  ,  c„  =  I ,  A„  =  o. 


donc 


D{*.)  =  ^; 


pn 


remplaçant  &  par  sa  valeur 


N^^^^ =y  '  -  P = ^  v^^^s 


nous  aurons  pour  valeur  définitive 

pn 


poo  = 


(6.  ) 


ÉQUATIONS  TRIGfNOMÉTRIOUES 

(voir  BVLLSTIRf  I.  V,  p.  4)  ; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN. 


Je  pose 


puis 


tango?  tangaor  +  cotx  =  2, 


7  =  tangx, 


r  = > 

12 


et  j'obtiens  successivemeDt 

z*  —  'jSz  -+-  358  =  o  j 
il  n'y  a  qu'une  racine  réelle  ;  z  =  — 10,4^^3 

r=— 0,78769, 

ar  =  — 38«i3'37"±i8o«/î. 


2  sin'  3a?  -4-  sin'  6x  =  2. 
Je  pose 

^  =  sin3x, 

et  ^obtiens 

2/*  —  3j*-+-i  =  o. 

sin3ar=:±],  x  =  ±  30"  ±:  1 20" /i , 

I  (    JC=±  l5"±I20"//, 

^2      I  a:  =±45'*  ±120*7?. 


(6») 

cosnx-\-cos{n  —  a)«=  cosx. 
Je  rends  le  premier  membre  logarithmique 

2  cos  (x  —  ï)x  cosj?  =r  coso:; 

QOSx  =  o,  x  =  ±36o"/i, 

I  ±:36o«/ï±6o? 

COS(/l  —  1JX=:-.,       JC=:  « 


SOLUTION  DE  LA  OUBSTION  294 

(TOlrt.Xlll,  p.  816); 

Pab  m.  FAURE. 


Soient  P|,  Ptv9  ^n^  ^  points  matériels  de  mêmes 
masses;  Gi  le  centre  de  gravité  de  Pi,  Pt;  Gs  le  centre 
de  gravité  de  Pj  et  de  la  masse  Pi  +  P,  posée  en  Gj  ;  G* 
le  rentre  de  gravité  de  P4  et  Gs,  et  ainsi  de  suite,  de 
sorte  que  G»  est  le  centre  de  gravité  de  P„  et  de  G„_i.  G„ 
est  indépendant  de  la  manière  dont  on  prend  les  masses. 
Désignons  par  A^/)  la  distance  de  G/.i  h  P,  ;  la  quantité 

;  (A.)'+  I  (A,)'  -H  |(A0  +. .  .  +  ~^  (A.)' 

est   constante  dans   quelque    ordre    qu'on    prenne   les 
masses.  (Steijker.) 

Lemme, —  Soient  A,  B,  C  trois  points  en  ligne  droite, 
G  un  point  quelconque  ;  on  a  la  relation 

G  A».  BC  -4-  CB\  AC  =  AB .  AC  BC  -+-  GC^  AB. 


(63  ) 

Si  aux  ptûntâ  Â  et  B  sont  appliquées  les  masses  respec- 
tives a,  /3,  et  que  C  soit  leur  centre  de  gravité,  F^alité 
précédente  devient 


a.GA»4-p.GB^=:— i-2AB'4-(a-f-e)GC^ 

a  -h  p 

Démonstration,  —  Ceci  admis,  au  lieu  de  supposer, 
comme  dans  le  théorème  de  M.  Steiner,  que  les  points  P 
aient  des  masses  égales,  je  suppose  qu'ils  ont  des  masses 
inégales  respectivement  représentées  parpi,  /^i,...,  /?«. 

Soit  alors 

/>!  -+-  /'î H-. . .  H- /^4  =  Sa, 

et  G  un  point  pris  arbitrairement;  joignant  ce  point  à 
tous  les  points  P  ainsi  quaux  points  Gt,  Gs,...,  G„,  les 
triangles  GPi  Pj,  GGtP8,*.«,  GG„_,  P„  donnent 

/^.Gp;-f-/?aGp;  =  ^-^'p.p;  +  s,GG;, 
s,gg; + Pi  Gp;  =  îî^  G,  p;  +  s,  GG!, 

S^,  GG,_.  +/;.  GP'  =  '^=^  G._.  P^  +  S.  GG'. 

Si  Ton  vient  à  supposer  que  le  point  G  coïncide  avec 
G«,  centre  de  gravité  de  notre  système  de  points,  le  trrme 
GGj,  est  nul,  de  sorte  qu'en  ajoutant  les  égalités  précé- 
dentes, on  trouve 

£i£i  p.  Pî + fi£î  G,  PU- . .  +f:::±^  G._,  p„ 

=/'.G,PÎH-/^,G„p;-h...+/?.G«P„'. 

Le  second  membre  est  constant,  le  premier  le  sera  aussi. 
Si  les  masses  sont  égales,  on  a  le  résultat  de  M.  Steiner. 
Ce  théorème  donne  des  corollaires  intéressants  que  Té- 
quation  indique  d*ellc*même. 
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SOLUTieN  DE  U  QOESTIOIII  29$ 

(  TOir  t.  XIII,  p.  816); 

Par  m.  FAURE. 


Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  algé- 
brique M,  on  mène  des  normales  à  cette  courbe  qui  la 
rencontrent  aux  points  At,  Ai,.*-)  A^.  On  suppose  que 
la  somme  des  carrés  de  ces  normales  est  égale  k  /?',  quan- 
tité constante.  Le  point  P  engendre  une  courbe  Mj  ;  la 
normale  à  cette  courbe  menée  par  le  point  P  passe  par  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  Ai,  At,  etc. 

Cherchons  un  point  Q  tel,  que 

le  lieu  du  point  Q  est  une  courbe  Mi  touchant  la  courbe 
Ml  au  point  P.  Il  en  sera  de  même  pour  une  relation 
quelconque  entre  les  normales. 

Démonstration,  —  Des  points  Ai,  A «,...,  A„  comme 
centre  avec  des  rayons  quelconques  je  décris  des  cercles, 
le  lieu  du  point  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
aux  centres  de  ces  cercles  est  constante  sera,  comme  Von 
sait,  un  cercle  Mi  qui  a  pour  centre  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  Ai,  Ai,...,  A„.  Soit  P'  un 
point  inGniment  voisin  du  point  P  sur  la  courbe  M,  les 
normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  M  seront  aussi 
normales  à  chacun  de  nos  cercles  et  passeront  ainsi  par 
leur  centre.  Donc  le  point  P'  est  sur  la  courbe  Mf.  La 
droite  PP'  étant  tangente  aux  deux  courbes  Mi  et  M^,  la 
normale  en  P  à  la  première  passera  par  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  Ai,Af,...,A„.  Dans  le  cas 
ou  la  courbe  Mt  ne  serait  pas  un  cercle,  c'est-â-dire  si 
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Ton  établissait  toute  autre  relation  entre  les  normales, 
cette  courbe  n'en  serait  pas  moins  tangente  k  la  courbe 
Ml  -,  cela  est  évident  d'après  ce  qui  précède. 


IkfiMOXSTRATieN  DUN  THÉORÈME  DE  M.  STEINER; 

(Tolr  PM*  IC  )  i 

Par  m.  J.  MENTION. 


IV. 

Théorekb.  -—  Le  point  d^ intersection  des  deux  mé- 
dianes,  dans  les  quadrilatères  de  bissectrices,  est  situé 
sur  les  trois  cercles  de  neuf  points  correspondants  aux 
triangles  çu^on  cjbtiendra,  en  prenant  les  points  de  ren- 
contre de  toutes  les  bissectrices  partant  des  couples  de 
sommets  opposés,  respectivement. 

Ainsi  je  dis  que  le  cercle  des  neuf  points  relatif  au 
triangle  PQH  {fig*  i^  p«  19)  contient  le  point  de  con- 
cours des  médianes.  En  effet,  il  est  clair  que  les  trois 
hauteurs  de  ce  triangle  passent  par  le  point  G,  et  que 
les  deux  médianes  rectangulaires  aboutissent  aux  milieux 
e,  9  de  GH  et  PQ,  ces  dernières  étant  séparément  diago- 
nales de  nos  quadrilatères  GG'...  HH'...,  PQ....  Or  le 
cercle  des  neuf  points  a  pour  diamètre  la  droite  zB\  donc 
le  théorème  est  démontré. 

Corollaire,  —  Le  cercle  des  neuf  points  passe  évidem* 
ment  par  les  sommets  A,  C;  la  diagonale  AC  sera  vue, 
par  conséquent, du  point  commun  aux  deux  médianes  sous 
le  même  angle  que  du  milieu  de  GH,  c'est-à-dire  sous 
un  angle  égal  à  deux  fois  AHC,  parce  que  A,  C,  G,  H 

Aan.  de  Uaihémat.,  a**  série,  t.  !«>'.  (Février  1S62.)  5 
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appartiennent  à  un  même  cercle.  Maïs 

.„^               ^             Ah-C      b  — d 
AHC  ==  2ff  —  D  —  TT = 

2  1 

La  diagonale  BD  sera  vue  du  même  point  sous  un  angle 
égal  à  A  —  C,  la  diagonale  EF  sous  un  angle  égal  à 
Â  H-  C  On  reconnaîtra  bien  aisément  que,  du  point  de 
concours  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  du  quadri- 
latère proposé,  on  voit  les  diagonales  AC,  BD,  EF  sous 
les  angles  B  —  D,  A  —  C,  A  +  C. 

Ainsi  nous  ayons  entièrement  prouvé  le  théorème  de 
M.  Steiner,  et  par  des  considérations  sans  doute  très-dif- 
férentes de  celles  qui  Font  fait  découvrir.  Nous  serions 
curieux  de  savoir  comment  y  a  été  conduit  T auteur,  si 
habile  dans  Tart  d'initier  aux  beautés  géométriques. 

V. 

Cas  parliculi'ers. 

Je  n'ai  pu  entreprendre  de  dessiner  complètement  la 
figure,  sujet  de  toutes  ces  propriétés.  Ce  serait  une  vé- 
ritable épure,  et  fort  délicate.  J'examinerai  encore  les 
deux  cas  où  le  quadrilatère  est  circonscriptible  et  in- 
scriptible  au  cercle,  pour  lesquels  des  figures  spéciales 
ne  sont  point  indispensables. 

/"*  Cas,  —  Un  des  cercles  de  la  première  série  devient 
infiniment  petit;  il  se  confond  avec  un  des  triangles  du 
premier  quadrilatère  de  bissectrices.  Autrement,  les 
points  de  rencontre  des  bissectrices  opposées  du  premier 
système  se  réduisent  à  quatre,  et  le  centre  du  cercle  est 
l'un  des  points-lùnites  de  la  série  orthogonale;  l'autre 
point-limite  est  la  projection  du  centre  sur  la  droite  unis- 
sant les  points  de  rencontre  externes. 

//•  Cas^  —  Les  bissectrices  issues  des  sommets  E,  F 
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forment  un  rectangle,  et  le  second  quadrilatère  des  bis- 
sectrices est  aussi  un  rectangle,  inscrit  au  même  cercle 
que  le  quadrilatère  donné^  ce  qu'on  vérifierait  du  reste 
immédiatement.  Donc  ce  cercle  fait  partie  du   second 
groupe,  et  le  cercle  décrit  sur  GH  ou  EF  comme  diamètre 
appartient  au  premier.  Enfin  le  point  de  concours  des 
deux  lignes  centrales  est  précisément  au  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  du  cercle  proposé  sur 
EF.  Car  ce  centre  se  trouve  sur  les  cercles  des  neuf 
points  répondant  aux  triangles  PQH,  P'Q'H^  lesquels 
passent  aussi  respectivement  par  les  sommets  A,  C  ;  B,  D  : 
d'où  Ton  conclurait  que  leur  corde  commune  est  perpen- 
diculaire sur  la  droite  EF,  et  équidistante  du  centre  et 
de  cette  dernière,  qui  sera  la  ligne  centrale  du  premier 
groupe. 

De  nos  observations  se  dégagent  les  deux  théorèmes 
suivants  sur  le  quadrilatère  inscrit  : 

i^  Le  point  de  concours  des  cei*cles  circonscrits  aux 
triangles  d'im  quadrilatère  inscrit  au  cercle  est  la  pro- 
jection du  centre  de  celui-ci  sur  la  troisième  diago- 
nale« 

a^  Le  cercle  décrit  sur  la  troisième  diagonale  comme 
diamètre  coupe  k  angle  droit  le  cercle  circonscrit  au 
quadrilatère. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  611 

(rolr  pa^e  U); 

Par  m.  HOUSEL, 

Professeur. 


Trouver  n   nombres  entiers  et  positifs  dont  la  somm£ 
égale  le  produit. 


5. 
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Considérons  d'abord  le  cas  où  ces  nombres  sont  tous 
différents,  et  soit  a  le  plus  petit  d'entre  eux;  les  autres 
sont  a H-flti 9  a-ha»,...,  a-f-  «««i . 

La  condition  énoncée  s'exprime  par  Téquation 

«(a  -4-  a,)(«-f-a,)...(a-f-a,^-i)=:«a  -f-  «i  4-  «1 -f- . .  .-|-a«-i 
ou  bien 


a"  -H  <!*"•  2,  -h  fl*~'  2j  -h .  - .  -H  «'  2»_i  -h  a .  a,  a, .  .  •  a„_, 

=  /!«  -h  2i» 
et  encore 

=  a"  4-  (a"  —  1)  2|  +  <»"-*  2,  -(-...  -h  «•2«-v 

Le  second  membre  est  toujours  positif,  car  a  ^  i,  ce  qui 
fait  que  a"  —  i  n'est  jamais  négatif:  donc  le  premier 
membre  doit  être  aussi  positif,  c'est-à-dire  que 

Puisque  tous  ces  nombres  ai,  0Ct,...,  ctn^v  sont  différents 
d'après  la  supposition  que  nous  avons  faite,  et  que  le  plus 
grand  d'entre  eux,  a„.i,  est  évidemment  inférieur  à  n, 
on  aura 

tti  =  I ,     a,  =  2y . . . ,     .a«_i  =  «  —  I . 

Mais  Tinégalité 

«>  I  .2.3.  .  .  (/l  —  2)(«  —  l) 

est  généralement  fausse,  et  Ton  a  même 
car  la  quantité 

(/i  —  2)  («  —  i)  —  /i  =  /ï»  —  4^  +  ^  =  ^  (^  "  4)  '^  ^ 

est  toujours  positive  pour  /t  ^  3  et  entier.  Ainsi  la  solu* 
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lion  est  impossible  à  moins  que  Ton  n'ait 

L'équation  primitive  devient  alors 

ii(fl  -f-i)  (<n-  2)  =  3«-|-3  =  3(«4- 1), 

d  où  l'on  tire 

(fl-h  l)("fl*-f-  2«  —  3)  =  o, 

équation  résolue  pour  a  =  i .  En   effet  les  nombres   i , 
3;  3  vérifient  Ténoncé. 
Pour  n  =  3,  on  aurait  Téquation 

a(<I  -f-  l)  =:  2«-f-  I 

OU  bien 

</*  —  a  —  1  =  o, 

qui  n'a  pas  de  racine  entière. 

Donc  enfin  les  nombres  i)  a,  3  fournissent  la  solution 
unique. 

Le  cas  où  Ton  admet  que  deux  ou  plusieurs  des  nom- 
bres peuvent  être  égaux  ne  mérite  pas  de  nous  arrêter, 
car  tous  les  nombres  se  décomposent  suivant  la  condition 
indiquée,  La  somme  des  facteurs  d'un  nombre  quel- 
conque étant  généralement  inférieure  à  ce  nombre,  il 
suffira  d'ajouter  a  cette  somme  des  unités  en  quantité 
suffisante.  Soit,  par  exemple,  le  nombre  lo,  on  aura 

5.3.1.1.1  =5-+-2-|-n-i  -f-i  =  io. 

Les  nombres  premiers  eux-mêmes  se  réduisent  à  cette 
règle  au  moyen  d*une  identité  telle  que  7  =  7»  c'est-à- 
dire  en  posant  n  =  i . 

Enfin  nous  observerons  que  cette  règle  fournit  encore 
l'exemple  unique  des  nombres  différents 

3.2.i  =  34-2-f-i  =  6. 
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■Mb 


COURBE  DONT  LA  TANGENTE  POLAIRE  EST  CONSTANTE; 

Par  m.  GIARD, 

Sous-Heutenant  du  génie,  Licencié  es  Sciences  mathématiques. 


Équation  de  la  courbe. 

Soit  k  la  valeur  constante  de  la  tangente  ;  Téquation 
différentielle  de  la  courbe  est 


P  =  AcosV  (*) 


ou 


\rÈ 


On  tire  de  là 


(^^)' 


s/Ç 


Enfin 


€lfù 


=?\/f- 


Prenons  le  signe  -h  pour  le  radical,  alors  p  croit  quand  w 


croit-,  nous  aurons 


p'    V       X»      /pyV 


(,')  V  angle  du  rayon  vecteur  et  de  la  tangente  priie  dans  le  système 
polaire.    Tm. 


(7'  ) 

Cl 


Or 

/'         dx 

J   .r'y'i— .r» 

s'obtient  en  posant 


z 


el  devient 


/Z€iz  , 


nous  aurons  donc 

»  -+-  C  =  arc  cos 


T-\m^'- 


En  se  reportant  à  Féquation  différentielle 

Ç.=  C05V, 

k 

on  voit  <pie  l'équation  finie  de  la  courbe  résulte  de  Téli* 
mination  de  V  entre  les  deux  équations 

t  =  cosV, 

—  («-+-C)  =  langV  — V. 

La  constante  C  nous  montre  qu'une  courbe  située  par 
rapport  A  une  droite  quelconque  passant  par  le  pôle 
comme 

(  —  «=:tanj;V  — V 
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l'est  par  rapport  k  Taxe  polaire,  répond  à  la  question.  Ce 
qui  était  évident  d'après  la  propriété  exprimée  par  Fé- 
quation  différentielle. 

Si  nous  avions  pris  le  signe  —  pour  le  radical,  nous 
serions  arrivés  à 


^  =  —  cosV  =  cos(9r  —  V), 


on 


—  »  =  tang  (tt  -  V)— (fr— V) 


u  =  taugV  -f-  ir  — V, 


courbe  identique  à  (a)  située  symétriquement  par  rap- 
port à  Taxe  polaire. 

Il  nous  suflSra  donc  de  discuter 

Ç.=  C08V, 
A* 

—  w  =  tangV— V. 

Si  Ton  change  jO  en   — p,  o)  ne  change  pas.  Donc  la 
courbe  a  le  pôle  pour  centre. 


Pour  construire  la  courbe,  décrivons  une  circonfé^ 
rence  de  rayon  k.  Si  MO  A  =  V, 


(73) 

et 

TA— MA 


6) 


00  Yoit  que  la  courbe  est  asymptote  au  pôle. 

Le  rayon  vecteur  diminuant  toujours  à  mesure  que  la 
valeur  absolue  de  (ù  augmente  et  la  courbe  faisant  avec  le 
rayon  vecteur  un  angle  qui  part  de  o,  croit  constamment 
et  devient  droit  au  pèle. 

Du  reste,  pour  avoir  cet  angle  en  un  point  quelconque, 
il  suffit  de  résoudre  Féquation  transcendante 

(—  »)  =  tang  V— V. 

Point  d'inflexion. 

D'après  la  forme  de  la  courbe,  il  doit  y  avoir  un  point 
d'inflexion  entre  cj  =  o  et  o)  =  —  Cherchons  i  l'obtenir. 
Au  point  d'inflexion 

Or 

</»  dW  dv^ 

comme 

dV 
«  =  V— taiïgV  =  (2  — séc'V)— . 

att> 

En  difl*érentiant  Tëquation 

*>=V —  tangV 
par  rapport  à  o),  on  a 

i  =  -r-(i  —  séc'V), 


(74  ) 


d^ou 


On  a  donc 


qui  donne 


rfV 

-—=  — cot»V. 

nu 


(SCC»V—  2)cot*  V=  O, 


'-  =  2,      V=45% 


cos'V 
cotV=o,       V=9o». 

Interprétons  ces  résultats. 

V  =:  45^    nous    donne    un   point   dMnflexion    pour 

( —  co)  =  I  —  -r  =  o,ai2ioi  : 

ft>  =  —  (12  à  i3*). 

Quant  à  \  =  90^,  cela  nous  donne  un  point  d*în- 
ilexion  au  pôle;  et  il  y  en  aurait  un  en  effet  si  la  courbure 
n'y  était  point  infinie,  car  toute  courbe  qui  a  le  pôle  pour 
centre  et  qui  y  passe  a  en  ce  point  un  point  d^inflexion. 

Aire. 
Aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  ; 


Or 


donc 


d'où 


rf>  =  — -X»cos»V.rfw. 

2 


é/w  =  —  lang'VrfV; 


2 


=  C-4.2/*(V  — sinVcosV), 


(75) 
C  =  o  si  l'on  prend  l'aire  à  partir  de  V  =  o. 
Ainsi  Texpression  générale  de  Taire  est 


X  =  ix'(V  — sinVcosV). 


Pour  V  =  -  »  on  a 

2 


X=5  7rX». 


Doublant,  on  aura  pour  l'aire  totale 


4  \2 


j 


c'est  Faire  du  cercle  dont  le  rayon  est  —  Même' résultai 


que  pour  la  tractrice. 


Rectification  de  la  courbe. 


rf»=:  — tang»V.rfV, 
p  =  itcosV, 

fip  dp      dV  ,     .    v/         ^*at7\         .  cos^V 

//w       rfV    i/ft)  .  sinV 

Donc 

i/S  =  4-  tang*  V.</V  v^A*  cos'  V  (i  -h  cot»  V j 

-  sin»  V  ^        I 
cosV         smV  ° 

Donc 

S  =  C-h//«ér.V. 


(76) 
C  =  o  si  l'on  compte  à  partir  du  point  où  V  =3  o,  et 
Ton  a  pour  expression  générale  de  Tare  de  courbe 


S  =  AlsécV  =  klL 


Équation  finie  de  la  courbe. 

L'équation  finie  de  la  courbe  en  prenant  S  pour  va- 
riable indépendante  est  donc 

s 

P 
d'où 

Si  Ton  se  reporte  à  l'équation  finie  de  la  tractrice  en  S  et 
en  y^  on  verra  qu'elle  est 

s 

•     _^  ^^ 

y  =  ke    ^ 

On  pourrait  donner  à  la  spirale  que  nous  venons  d'é- 
tudier le  nom  de  tractrice  polaire. 

Pour  la  construction  de  la  courbe,  les  points  à  tan* 
gente  horizontale  seront  donnés  par  l'équation 

et  comme  w  =  —  (tangV — V)  =V — tangV, 

aV  —  tangV  =  /i7f, 
n  étant  entier  quelconque. 


(77) 
Les  points  à  UDgente  Terticale  par 


et,  par  suite, 


V+«=(2/t-|-l)-, 


2V  —  tangV  =  (2/1  +  1)  — 

4^ 


PimUÈlB  SDR  UNE  CONIQUE  PASSANT  PAR  QUATRE 

POINTS  DONNÉS; 

Pam  m.  ViNCBNzo  JANNI  (db  Naplks). 


Construire  la  conique  qui,  passant  par  quatre  points 
donnés,  soit  perpendiculaire  à  une  droite  donnée. 
Soient 

y  —  ax  —  A  =  0,      y  —  fl'j?  —  h'  z::z  Oy 

les  équations  de  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  qui 
a  pour  sommets  les  points  donnés ,  et 

7  —  ««— P  =  o,     ^  — aa? — P'  =  o, 

celles  des  autres  côtés.  L'équation  d'une  conique  quel- 
conque qui  passe  par  les  quatre  points  sera  de  la  forme 

{x — ^^  —  ^)Cr  — û'^  —  h') 

Prenons  la  droite  donnée  pour  axe  des  x,  et  concevons 
que  Torigine  soit  le  point  inconnu  où  la  conique  doit  cou- 
per la  droite  donnée;  alors  /i,  A',  p,  {3'  seront  des  quan- 
tités inconnues  qui  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

hh'  +  Âpp'  =  0,     >J  -h  A'  -4-  X  (p  +  p')=  o, 


(  /8  ) 

qui  donnent 

hh'     _     pp^ 

Cela  posé,  soient  AC,  6C  deux  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère et  AB  la  droite  donnée  \  si  nous  recherchons  la 
courbe  dont  les  ordonnées  perpendiculaires  à  la  droite 

AB  soient  égales  à  t-tT7'  ^^  ^^^^  qu'elle  est  une  hyper- 
bole qui  passe  par  les  points  A,  B,  et  O  milieu  de  la  per- 
pendiculaire CP  à  AB,  et  qui  a  pour  son  asymptote  la 
droite  MN  perpendiculaire  à  AB,  et  pour  laquelle  on  a 
MH  =  HN  :  la  courbe  est  donc  déterminée. 

De  la  même  manière  on  construit  l'hyperbole  dont  les 
ordonnées  perpendiculaires  à  la  droite  AB  soient  égales  à 

f  \  et  il  est  clair  que  les  pieds  des  perpendiculaires 

abaissées  des  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes 
sur  la  droite  AB  sont  chacun  un  cinquième  point  de  la 
conique  cherchée.  Puisque  les  deux  hyperboles  ont  deux 
asymptotes  parallèles,  ou  n'a  que  trois  solutions* 


DÉI01ISTR4TI0N  DE  QUELQUES  TBÉORfiNES  DE  I.  STEINBR; 

Pae  m.  Vihckhzo  JANNI. 


Si  deux  coniques  touchent  les  côtés  d'un  quadrilatère, 
les  huit  points  de  contact  se  trouvent  sur  une  autre  co* 
nique. 

L'équation  d'uuc  conique  qui  touche  les  côtés  d'un 
quadrilatère  est  de  la  forme 

m^  K»  -.  2/11  (  AC  4-  BD)  -+-  F'==  o 

(Salmon,  Sections  coniques,  §  988,} 


(79) 
dans  laquelle  A,  C  sont  les  équations  de  deux  côtés  op- 
posés du  quadrilatère,  B,  D  celles  des  autres,  E^  F  les 
diagonales.  Toutes  ces  quantités  sont  liées  par  la  relation 

AC  —  BD  =  EF. 

On  obtient  les  points  de  contact  en  mettant  successive- 
ment Â  =  o,  B  =  o,  C  =  o,  D  =  o,  de  manière  qu'ils 
sont  déterminés  par  les  équations 

( A  =  o,  iw  E  4-  F  =  o),     (C  =  o,  /wE  -h F  ==  o), 
(B  =  o,  iwE  — F  — o),     (D  =  o,  /wE  —  F=:o), 

où  Ton  Toit  que  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
contact  passent  par  Tintersection  des  diagonales  et  for- 
ment de  plus  un  faisceau  harmonique.  Une  conique  qui 
passe  par  ces  points  de  contact  est  donc  de  la  forme 


m 


»E«  — 2/iî(AC+BD)-h  F^4-^(/n»E»  — F')=:o. 


De  même  une  conique  qui  passe  par  les  points  de  contact 
d^une  autre  conique  qui  louche  les  côtés  du  même  qua- 
drilatère aura  pour  équation 

m"  E«  —  am'  (AC4-  BD)  4-  F'  -h  ^'  {iw'»  E»—  F')  =  o. 
Or  ces  deux  équations  peuvent  devenir  identiques  faisant 

/«'  —  m  ,  ,, 

k  =  — ; et     X  =  —  k\ 

et  Téquation  de  la  conique  qui  passe  par  les  huit  points 
sera 

mm'  E»  —  [m  +  w')  (  AC  -h  BD)  H-  P  ~  o. 


(  8o) 


THfiOEÊMB  SDR  DN  QUADULATÊRB  GttCONSCRIT  A  DNB 

PARABOLE^ 


PAm  M.  ViNCBirao  JANNI. 


Si  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  parabole,  le 
produit  des  distances  du  foyer  à  deux  sommets  opposés 
est  ëgal  au  produit  des  deux  autres. 

L'équation  de  la  tangente  à  la  parabole  est  de  la  forme 

ut 

X  cosa  -4- r  sm  a  H =  o 

cosa 

(Saucon,  Sections  coniques,  §  224  )•  «•%. 

Si  Ton  cherche  la  dislance  du  foyer  au  point  d'intersec- 
tion de  deux  tangentes,  on  a  immédiatement 

D=. 


cosa  ces  a'' 


de  cette  expression  on  déduit  intuitivement  hî  théorème 
énoncé. 


TIÉORKME  SUR  LES  CERCLES  OSCULATBHRS  A  UKB  ELLIPSE; 

Pab  m.  Vincenzo  JANNI. 


Par  chaque  point  d*une  ellipse  passent  toujours  trois 
cercles  osculateurs  à  trois  points  de  la  courbe,  et  Taire  du 
triangle  qui  a  pour  sommets  ces  points  est  constante. 


(8,  ) 
Soit  x^^  y'  un  point  de  Tellipse 

la  corde  commune  à  l'ellipse^ et  au  cercle  osculateur  qui 
passe  par  x',  y'  est 

éliminant  y  ou  x,  on  a 

4«'«  —  Zà'x'  — .  a'x  =  o,     4  j'»  —  SA'/'  —  h\Y  =  o. 

Or  si  nous  regardons  fixe  le  point  x,  j^,  il  y  a  trois 
points  x\  y  dont  les  cercles  osculateurs  passent  par  x^y\ 
parce  que  x',  y'  sont  donnés  par  des  équations  du  troi- 
sième degré  qui  ont  les  racines  toujours  réelles,  elles 
sont  identiques  à  Téquation  qui  sert  à  partager  un  angle 
donné  en  trois  parties  égales.  Or  en  mettant 

X 

-  =  C0S9, 
a 

on  a 

-  =  sm^ . 
n 

Donc  les  racines  des  deux  équations  ci-dessus  seront 

■*=«cos-<ïi, 

J:*'=flf  cos^^36o**  —  <p), 

*"=:acos4(36o»-|-f); 
ô 

r"  =  /icos^(90«  — ç), 
/'*=  Acos^(45o»  — q>). 

Ann.  dt!  àlathémat  y  3«  série,  t.  I«r.  (Mars  (S6:.)  ^ 


(8a) 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 


I 

2 


x'     x"     x'" 

3 

a^     x'' 

y  y  y^ 

#                ÊÊ 

2 

y  y" 

I    1    I 

parce  qu  on  a 


on  obtient  la  surface  du  triangle  =yah  ^. 


nfiORIB  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DE  RAYONS  REGTILIGNES 

TToIr  page  St); 

Pae  m.  E.-E.  KUMMER. 


Crbllb,  t.  LVll. 


TftADOiT  PAA  M.  E.  DEWULF, 

CapiUitie  du  Génie. 


\. 


§  VU.  —  Angles  de  déviation  des  rayons  infiniment 

voisins. 

Supposons  que  l'on  donne  deux  droites  dans  l'espace, 
que  de  deux  points  de  la  seconde  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  la  première.  Soient  a  et  b  les  pieds  de  ces 
perpendiculaires.  JNonunons  angle  de  déviation  des  deux 
droites  pour  le  segment  ab  Tangle  que  ces  perpendicu- 
laires forment  entre  elles.  Cet  angle  devient  égal  à  deux 
angles  droits  quand  les  points  a  et  i  s'éloignent  à  Tinfini 


(  83  ) 

sur  la  droite,  Vun  dans  un  sens.  Vautre  en  sens  contraire. 
Pour  tout  segment  fini,  Tangle  de  déviation  est  moindre 
que  deux  droits.  Si  les  deux  droites  sont  situées  dans  un 
même  plan,  Tangle  de  déviation  est  nul  ou  égal  à  2  7r  quel 
que  soit  le  segment.  Il  est  nul  si  le  segment  contient  le 
point  dMntersection  des  deux  rayons.,  il  est  égal  à  a7r  dans 
le  cas  contraire.  Soient  a,  6,  c  trois  points  de  la  pre- 
mière droite,  Fangle  de  déviation  du  segment  bc  est  égal 
à  la  différence  des  angles  de  déviation  des  segmenta  (te  et 
ab.  Ainsi  Tangle  de  déviation  d'un  segment  quelconque 
donné  est  déterminé  par  les  angles  de  déviation  de  deux 
segments  comptés  à  partir  d'un  point  donné. 

Pour  étudier  les  déviations  des  rayons  d^un  système  in- 
finiment voisin  d^un  rayon  donné,  nous  compterons 
toutes  les  déviations  à  partir  de  Torigine  de  ce  rayon, 
point  dont  Tabscisse  est  nulle. 

Soit  dq  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
d*un  point  appartenant  à  un  rayon  infiniment  voisin 
d'un  rayon  donné ^  soit  R  Tabscisse  du  pied  de  cette 
perpendiculaire^  soit  a  l'angle  que  forme  dq  avec  une 
perpendiculaire  au  premier  plan  principal.  De  plus, 
soient  dq^  et  a^  les  valeurs  de  ^i^  et  a  pour  l'origine  du 
rayon  donné.  D'après  l'équation  (4)  (§  VI),.  on  a  les 
équations 

(  dq  cosa  =  —  5I3  du  —  ÎBj  du, 
(i)  {  .  ■  ^ 

I  dq  sin  a  =  -\-  J3V|  du  +  IP,  dp, 

après  avoir  posé 

^       eH-f'r. -hR(iî:-h.fr.)    «       e  +  fr,  4- R(<C -h  cf/,) 

^1= rp j  /^î= rr ■     ■  •  ■  * 

▼  1  Vi 

^    _  f-4.gt+R(.f-|-gf.)      jj   _f4-gf.-|-R(c^H-fff.) 

'~  v;  '  ^'~  V, 

6. 


(  84  ) 
En  conséquence,  pour  R  =  o^  on  a 

i  rf^.cosci,  = —  (lu -2-  dv, 

(a)  '  ^'  ^' 

f  rf^o  8in  oo  =  H — '  du -S-  dv 

et  aussi 

L  a^cosa  —  a^,cosa«  = ^ — — rf»-" — ^  r/p, 

a^sma  —  </^«sina«=:H ^ — du-\ — :  i/i». 

De  ces  deux  équations,  on  tire 

dq  sîn  a  —  dq^  siD  a,        dq  ces  a  —  c/^p  ces  a, 
,    ;  RV,  RVa 

(4) 

(<£g  sîn  a  —  dq^  sin  a»)  fi        { dq  cos  a  —  dq,  cosa,  )  /, 

^         Rv;  w. 

Si  Ton  a  égard  aux  équations  (2)  ainsi  qu'aux  relations 

e-h(f-hf')r.-Hgf;=-r.v;, 

e-hi  (f+  f ')  (r,  4-  /,)  -h  gr.  r,  =  o, 

V.y,=  A(/,-r,), 
on  obtient 

R  rf^,  cos  a,  =  —  Tj  («/^  cosa  —  da»  cosa) 

-h  ( —\(dqsina  —  «^^.sina») 

(5)  ^  \    ^      / 

/f— f'\ 
RÉ^7«sina,=:—  I  I  (dq cosa  —  dq^cosot^) 

—  ri(dq  sin  a  —  dq^  sin a« ), 


(  85  ) 
et  puisque,  d'après  réquation  (i5)  (§  IV), 

OQ  obtient  pour  dgcosa  et  dq  sina  les  expressions  sui- 
?antes 

(6)i  ^  ,Jl!l.  P"" 

.           R  i/rf»  —  ^'                       /        Rra\ 
</^  sina= ■ €Uf^  cosao  H-  (  i )  <^o  sina. 

Pipj  \  Pipa/ 

Ces  deux  égalités  montrent  comment  pour  chaque 
point  xl'un  rayon  la  perpendiculaire  dç  et  l'angle  corres- 
pondant a  se  déterminent  au  moyen  du  segment  compté  à 
partir  d^^Forigine  du  rayon  jusqu'au  point  considéré.  En 
divisant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on  obtient 


,   ,  R  Jd^  —  9*  cosa,  -h  (p,  Pi  —  Rr,)sina, 

(7)  tanga  = '^  .  -^ 

(pipa — Rr,)cosa«  — -  R v^'  — ^'sino* 

L'angle  de  déviation  d'un  rayon  donné  avec  un  rayon 
infiniment  voisin  en  un  point  dont  l'abscisse  est  R,  est 
^al  k  a —  ao)  comme  nous  Tavons  dit  plus  haut.  Dési- 
gnons cet  angle  par  P  : 

p  =  a  —  oco     et     a  =  p  -h  a,. 

L'équation  (7)  donne  donc 

(8)  tangfirrr ^ •■^ — • 

Pi  p»  —  R  (/*,  cos*  a.  H-  r,  sin^  a«) 

La  tangente  de  l'angle  de  déviation  est  donc  nulle 
quand  R  =  o.  Elle  est  aussi  nulle,  et  par  suite  |3  =  o  ou 

jS  =  2  7r,  si 

(9)  V^'  —  ^  rr  <isin2a„ 


(86) 


OU  bien  si 


ou  encore  SI 


sin2(2o  =  C0S7, 


c'est-à-dire 


a»  =  7  ff  J-  —  7 


a^  =  b>i      OU      a«  =  ft>9 


(o,  ei  ot))  étant  les  angles  que  forment  les  plans  focaux 
avec  le  premier  plan  principal.  Ainsi,  pour  les  deux 
rayons  infiniment  voisins  situés  dans  les  plans  focaux, 
Tangle  de  déviation  est  toujours  nul  ou  ^al  à  deux 
droits.  Cela  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  chacun  de  ces 
rayons  se  trouve  dans  un  même  plan  avec  le  premier 
rayon. 

Dans  le«  systèmes  de  rayons  à  surfaces  focales  imagi- 
naires, qui  n'ont  pas  par  suite  de  plans  focaux,  l'angle  de 
déviation  n'est  jamais  nul,  et  par  suite  la  déviation  ne 
peut  changer  de  signe. 

Si  deux  rayons  infiniment  voisins  d'un  pareil  système 
sont  tels,  que  la  déviation  de  Tun  autour  de  l'autre  se 
fait  toujours  de  gauche  k  droite,  deux  rayons  infiniment 
voisins  quelconques  sont  nécessairement  dans  le  même 
cas.  Les  systèmes  à  surfaces  focales  imaginaires  peuvent 
donc.se  diviser  en  deux  classes  :  les  systèmes  ou  les  dé- 
viations d'un  rayon  autour  d'un  rayon  infiniment  voisin 
se  font  de  gauche  à  droite,  et  ceux  où  elles  se  font  de 
droite  à  gauche.  Du  reste,  à  tont  système  de  rayons  à 
surfaces  focales  réelles  ou  imaginaires  en  correspond  un 
autre,  symétrique  ou  équivalent,  en  ce  sens  qu'il  ne  dif- 
fère du  premier  que  par  le.  sens  des  déviations  des  rayons 
les  uns  autour  des  autres.  Cette  différence  est  exprimée 
analytiquement  par  la  différence  des  signes  des  racines  de 
Tcquation  quadratique. 


(87) 
Supposons  les  foyers  d'un  rayon  réels,  examinons  les 
angles  de  déviation  que  l'on  obtient  en  passant  de  Fori- 
gine  aux  foyers.  Soient  |3|  et  Pt  ces  angles.  Pour  jSi,  nous 
aurons  R  =  pi,  et  pour  P^,  R  =  jO).  Au  moyen  des  équa- 
tions (i4)  (S  IV),  d'où  il  résulte  que 

r,  ces' a« -f-  r,  sîn'  a,  =  /n  —  d cos2a« , 

on  trouve 


A       ^^'  —  ^  — rfsinaa, 
tangp.  =  1—3- 


(10) 


£/cos2a« 


_         Jd^ —  ^  —  </sin2aQ 

tangBa  = ■>  .    , — " 

—  a-j-rtC0S2a, 


A  l'aide  des  équations  (i8)  (§  IV)  qui  donnent  les  an- 
gles a>i  et  (àf  des  plans  focaux  avec  un  plan  principal, 
nous  trouverons 


(«0 


^       sin  2«i>i — sin2a»  ,  . 

tangp,  = =  tang(M,  —  a»  , 

cosafl»!  —  cQS2a« 

sinsus  — 3in2a«       ^       ,  . 

tangB,  = =  tang  (w,  —  a,). 

cosaw] — cos2a. 


Donc 

(12)  p,  =  »,  —  a«,      ^2  =  fi<»a  —  ««• 

Donc  les  angles  de  déviation  des  segments  compris 
entre  les  foyers  d'un  rayon  ont  la  même  valeur  quelque 
soit  le  rayon  infiniment  voisin  du  premier  que  Von  con- 
sidère» La  valeur  de  ces  angles  n^est  autre  que  celle  de 
Vinclinaison  des  plans  focaux  du  rayon  considéré. 

Si  l'on  se  donne  la  valeur  de  l'angle  de  déviation  P,  on 
peut  déterminer  l'abscisse  R  pour  laquelle  Tangle  de 
déviation  d'un  rayon  donné  et  d'un  rayon  inCniment  voi- 
sin a  cette  valeur.  L'équation  (8)   donne  celte   valeur 
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(le  R 

(,4)R= . f"  P'  '^J±_ , 

(r,cos'ao-f-r3sin'ao)sin  p-h  yrf»— ^cosp— é/sin2a,cosp 

En  mettant  pour  r^  et  r,  leurs  valeurs  m  —  ^  et  m  -f-  ^, 
nous  obtenons  Fexpression  plus  simple 

(.5)     R  = ■ , PiP'^'"P 

msïnp-\-  sjd^  —  ^» cosp  —  ^sin(aa,-+-P) 

Supposons  que  R  soit  fonction  de  a  seulement,  /3  étant 
une  constante  donnée,  R  sera  maximum  quand  on  aura 

sm  (2ae-H  p)  =  +  1      ou      ae  =  77r 6; 

4  2 

R  sera  minimum  quand  on  aura 

3  I 

sin(2ao-HP)  =— I,      ao=-r  TT p. 

4  -^ 

Désignons  le  maximum  de  R  par  R,  et  son  minimum 
par  R|,  nous  aurons 

pi  pi  sin  p 


(■>■= 


/w sinp 4-  )ld^  —  ^'  cosB  —  rf 

(lo)  \ 

/w  sinp  H-  \Jd^  —  (î^  cosp  -f-  d 

Nous  tirons  dé  là 

j'   I  I    [i  —  sin  (2ao-|- p)Jr/ 

R       Ri  Pi  p5  sinp 


(•7) 


2 sin'  (ao-+--p— yfrjrf 

p,  pasinp 

1         I  [i  -Hsin(2oto-j-  P)]W 

R,       R  p,  p,  sinp 

2COs^(^ao-f-^P~^7rW 
p,  p,  sin  p 


(  89) 
puis 

^'^)  R= r; = s; 

Supposons  que  Ton  veuille  prendre  sur  tous  les  rayons 
îoBntment  voisins  d'un  rayon  donné  des  segments  tels, 
que  Tangle  de  déviation  correspondant  soit  constant.  La 
formule  (18)  nous  donne  ces  segments  pour  un  rayon 
quelconque  inGnioient  voisin  en  fonction  du  plus  grand 
et  du  plus  petit  d'entre  ces  segments  et  à  Tangle  c[ue  fait 
la  direction  de  l'origine  de  ce  rayon  avec  la  direction  de 
l'origine  du  rayon  sur  lequel  se  trouve  le  plus  grand 
segment*  Cette  formule  est  tout  à  fait  analogue  à  la  for- 
mule d'Euler  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  en  fonction  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux et  de  Taugle  que  fait  la  section  normale  avec  une 
des  sections  principales.  La  formule  d'Euler  n'est,  du 
reste,  qu  un  cas  particulier  de  la  formule  (18)  comme 
nous  le  verrons  plus  loin. 

Dans  le  cas  où  Tangle  constant  de  déviation  est  égal  à 
un  droit,  on  a 

(«9) 


R  R.  R, 


La  propriété  exprimée  par  cette  formule  a  été  trouvée 
pour  la  première  fois  par  Hamilton  dans  le  supplément 
dont  il  a  été  question,  mais  par  des  considérations  diffé- 
rentes de  celles  que  nous  avons  employées.  Hamilton  n'a 
point  considéré  les  angles  de  déviation  si  utiles  dans  Té- 
tude  des  systèmes  de  rayons. 
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§  VIII.  —  Des  pinceaux  infiniment  petits  et  des  rayons 

principaux. 

Dans  les  deux  équations  (6)  (§  VII) 

dq  cosa  =  I  I •  )  dq^  C09»t —  dq^Unoi^ 

(l)     {  P'P'/  P'P' 

.  Rv^rf»  —  ^  /         RrA  . 

on  peut  considérer  dq  ei  a  conune  les  coordonnées  po^ 
laires  de  la  circonférence  de  la  section  d^un  pinceau  infi- 
niment mince.  L'abscisse  de  la  section  est  R,  dq^  et  a^ 
sont  les  coordonnées  polaires  de  la  courbe  qui  donne  la 
section  passant  par  l'origine  du  rayon.  Ces  équations 
peuvent  servir,  non  pas  A  comparer  les  aires  des  sections 
d'un  pinceau  (ce  qui  a  déjà  été  fait),  mais  à  faire  voir 
comment  la  forme  d'une  section  quelconque  dépend  de 
celle  de  Tone  d'entre  elles.  Si  des  coordonnées  polaires  de 
deux  sections  on  passe  aux  coordonnées  rectangulaires, 
en  choisissant  des  axes  dans  les  plans  principaux  du 
rayon  auxquels  tous  les  autres  rayons  du  faisceau  sont 
infiniment  voisins,  on  a 

iilq  cosa  =  Xf        dqsinoL=Xj 
€iq4  cosa»  s:^  ^9 1     dq%  ùatt^  z^  y^ 

X  et  jr  sont  les  coordonnées  infiniment  petites  des  points 
de  la  circonférence  de  la  section. 
Les  équations  (i)  donnent 


/        RrA           Tii/d^—¥ 
\x=[i )  jîo • r  • 

,,,  1  \       pi  h/  P'^» 

y  =  — ^- j:«  -h  I  I ]  y. 


(9'  ) 

OU 

j  (p.  — R)(p,-R)x.  =  (p.p,-RrO*+Rv/rf'  — ^»r» 

I  (p,  —  R)  (p,  -  R)r.=-"R v'5^^^*-H{p.p,-  Rr.)r. 

Ainsi  les  circonférences  des  sections  d'un  pinceau  infi- 
niment petit  sonl  des  courbes  du  même  degré,  et  elles 
sont  dans  le  rapport  de  coUinéation  exprimé  par  les  équa- 
tions précédentes. 

Les  sections  d*un  pinceau  passant  par  les  foyers  méri- 
tent un  examen  particulier.  Pour  ces  sections,  la  mesure 
de  la  densité  est  infiniment  grande,  leur  aire  est  donc  tm 
infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur.  Si  Ton  pose 

R  =  p,     ou    R  =  ps, 

les  équations  (4)  sont  identiques  ainsi  que  les  équa- 
tions (3)  et  elles  donnent 

(5)  {  ^  ^ 

Ce  sont  les  équations  de  deux  lignes  droites  inflnimeni 
petites,  puisque  les  coordonnées  x  et  y  ont  des  valeurs 
infiniment  petites. 

Donc  les  sections  d*un  pinceau  infiniment  petit  qui 
passent  par  les  deux  foyers  sont  deux  droites  infiniment 
petites. 

Cela  veut  dire  que  Tune  des  dimensions^  qui  dans  les 
sections  ordinaires  sont  des  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  devient  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur. 
Il  résulte  aussi  de  ceci  que  la  surface  qui  limite  un  pin- 
ceau infiniment  petit  à  foyers  réels  peut  être  engendrée 
par  une  droite  qui  s'appuierait  constamment  sur  une 
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courbe  infiniment  petite  et  sur  dpux  droites  perpendicu- 
laires à  un  rayon  passant  dans  V intérieur  de  la  petite 
courbe  et  perpendiculait^  au  plan  de  cette  courbe. 

Pour  déterminer  les  directions  et  les  longueurs  des 
sections  passant  par  les  foyers,  il  est  bon  de  repasser  aux 
coordonnées  polaires  dq,  a^  difo^  et  a^.  Dans  les  équa- 
tions (i)  posons 

et  remarquons  que 

nous  obtenons  pour  la  section  qui  passe  par  le  premier 
foyer 


Pidqcosa={d-{' S)dqtCOS(At — ^d^  —  ^^^^osino*, 

(6)    {  

ptdq  sina=  V^'  +  ^*^7#cosa«  —  (d  —  ^]da«sina«. 

Introduisons  dans  ces  formules  l'angle  ci)|  du  premier 
plan  focal  avec  le  premier  plan  principal^  nous  aurons, 
équation  (i8)(§  IV), 


smoiii  =  i  /  — —i     cosw,  =  1/ 
donc 

(7) 

d'où 

(8)  tanga=:  tangtktt     ou     a  =  &> 


parf7COSa  =  2rfcoswiCOs(aB  -+-  o>,)d^Q, 
Pidg  sina  =  2<^cosci>,  cos  (oo  +  Ui ) €^f  » 


a  est  constant;  donc  la  section  dont  les  coordonnées  sont 
d(f  et  a  est  une  portion  de  ligne  droite  passant  par  le 
pôle.  L'équation  a  =  w,  donne  aussi  la  direction  de 
cette  droite. 

Pour  R  =  p,,  ou  pour  la  section  passant  par  le  second 
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foyer,  on  obtient  d'une  manière  analogue 

ip,  dq  cosot  =  2</coSa>3  COS  ( a«  +  &>2 ).  dq$ ,      ^ 
pi  dq  sina  :=  2^sinft>9COS(oce  +  f^i)dq0t 

(10)  tanga  =  tang&>3     ou     a  =  &>s. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  deux  droites  infiniment  petites  qui  forment  les 
sections  focales  d'un  pinceau  infiniment  petit  sont  situées 
dans  ses  plans  focaux. 

Pour  la  section  passant  par  le  premier  foyer,  c'est-à- 
dire  pour  a  =  &)},  on  a,  d'après  l'équalion  (7), 

ti,d 

(11)  dq'z=: — J<3roC68(a« -H  w,). 

Si,  comme  nous  l'avons  supposé,  la  circonférence  de 
la  section  du  pinceau  qui  passe  par  son  origine  est  déter- 
minée et  donnée,  dq^  est  déterminé  et  fonction  de  a^,  et 
par  Téquation  (11)  dq  est  déterminé  et  fonction  de  «o* 
Comme  d'ailleurs  la  courbe  dont  dq  est  le  rayon  vec- 
teur est  une  droite  passant  par  le  pôle,  la  longueur  de 
dq  est  égale  à  la  différence  des  deux  valeurs  extrêmes  que 
peut  prendre  dq  considéré  comme  fonction  de  a^,  ou 
plutôt,  Tune  de  ces  valeurs  étant  négative  et  Tautre  posi- 
tive, la  longueur  de  dq  est  égale  à  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  son  maximum  et  de  son  minimum.  On  ob- 
tient de  la  même  manière  la  longueur  de  la  section  qui 
passe  par  le  second  foyer  au  moyen  de  F  équation 

(12)  dqz=,  —  £f^«cos(a«  -H  Wj). 

P' 

Dans  le  cas  le  plus  simple  où  la  section  du  pinceau 
serait  un  cercle  inCniment  petit,  dq^  est  constant,  et  les 
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valeurs  extrêmes  de  dq  pour  la  section  qui  passe  par  le 
premier  foyer  s'obtiennent  en  posant 

a»  -h  «I  =  o  ,      a,  -h  «,  =  ff 

et  sont  égales  à 

— •  di7     et     —  —  a^t- 

La  somme  de  leurs  valeurs  absolues  est  donc  —  da^.  La 
longueur  de  la  sbction  passant  par  le  second  foyer  est 

Ad 

—  dq^.  Ces  deux  longueurs  sont  proportionnelles  à  la  dis- 
tance des  deux  sections  à  la  section  circulaire  qui  passe 
par  Torigine.  Si  Ton  cherche  dans  quel  cas  la  longueur  de 
la  section  qui  passe  par  l'un  des  foyers  est  nulle,  on  trouve, 
d'après  les  équations  (i  i)  et  (12),  que  ce  cas  se  présente 
quand  ^{=0  et  seulement  quand  d  =  o.  La  condition 
d=  o  entraine  ^  =  o,  puisque  i  n^est  jamais  plus  grand 
que  d'^  il  faut  donc  que  Ton  ait 

rj=:rt,     et     p2  =  pi, 

c'est-à-dire  que  pour  ce  pinceau,  il  faut  que  les  points 
limites  et  les  foyers  viennent  se  confondre  avec  le  centre. 
Nommons,  d'après  Hamîlton,  rayons  principaux  les 
rayons  tels,  que  tous  leurs  rayons  infiniment  voisins 
passent  par  un  de  leurs  points.  Ces  rayons  principaux  ne 
peuvent  exister  que  quand  les  deux  surfaces  des  points 
limites  et  avec  elles  les  deux  surfaces  focales  ont  des 
points  communs.  Dans  ce  cas,  il  existe  toujours  des 
rayons  principaux,  que  les  points  communs  soient  des 
points  de  contact,  des  points  d'intersection  ou  des  points 
situés  sur  des  courbes  d'intersection. 

Les  plans  principaux  des  raygns  principaux  sont  indé- 
terminés. 
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Dans  le  système  toat  particulier  où  tous  les  rayons 
passent  par  un  même  point,  tous  les  rayons  sont  des 
rayons  principaux*  Il  est  aisé  de  voir  que  ce  système  est 
le  seul  pour  lequel  ce  cas  se  présente.  Il  existe  une  infi- 
nité de  systèmes  qui  ont  des  séries  continues  de  rayons 
principaux  \  ces  séries  forment  des  surfaces.  Tel  est,  par 
exemple,  le  système  des  tangentes  communes  à  deux  sur- 
faces du  second  degré  confocales  ;  toutes  les  tangentes  à  la 
courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  sont  des  rayons 
principaux*  Il  existe  une  iniinité  de  systèmes  qui  possè- 
dent des  rayons  principaux  isolés» 

Les  rayons  principaux  ne  se  présentent  pas  en  général 
dans  le  système  le  plus  géuéral,  parce  que  les  valeurs  de  u 
et  de  i'  qui  correspondent  à  un  rayon  principal  sont  liées 
par  trois  équations. 

Puisque  les  plans  principaux  d'un  rayon  principal  sont 
indéterminés,  Téquation  quadratique  (4)  (§  II)  doits'é** 
vanouir  ;  il  faut  donc  que  Ton  ait 

(i3)  /         eÇ-g^  =  o, 

/-(f-f-f')C  — e#=o. 

Ces  trois  équations  se  réduisent  en  général  à  deux.  Ex- 
cepté le  Cas  où  ^  =  o,  Tune  déciles  est  une  conséquence 
des  deux  autres.  Mais  il  y  a  une  troisième  équation  ré- 
sultant de  ce  que  le  rayon  doit  avoir  un  foyer  réel;  il 
faut  que  ^  =  o,  ce  qui  donne 

(i4)  f^-f'. 

■ 

Snpposons  maintenant  que  pour  un  rayon  les  deux 
foyers  coïncident  avec  le  centre,  les  points  limites  ne 
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coïncidant  pas  avec  le  centre.  Le  pinceau  infiuimenl  pe- 
tit correspondant  n'a  qu'une  section  rectiligne-,  elle 
passe  par  le  centre,  renferme  en  m^rne  temps  les  deux 
foyers  et  se  trouve  dans  le  plan  avec  lequel  coïncident, 
dans  ce  cas,  les  deux  plans  focaux.  Diaprés  l'équation 

sin7  =  5, 

y  est  nul  en  même  temps  que  d  ou  Tangle  des  sections 
rectilignes  est  nul  en  même  temps  que  la  distance  des 
foyers.  La  condition  pour  que  les  deux  foyers  coïncident 
ne  donne  qu'une  équation  entre  u  et  t^.  Il  en  résulte  que 
les  systèmes  de  rayons  ont  des  suites  continues  de  rayons 
jouissant  de  cette  propriété  et  formant  des  surfaces  ré-' 
glées,  que  par  suite  les  surfaces  focales  se  coupent,  en 
général,  suivant  des  courbes  déterminées^  puisque  toutes 
les  tangentes  à  ces  courbes  sont  des  rayons  jouissant  de 
cette  propriété  que  leurs  deux  foyers  coïncident  avec  le 
centre.  Il  existe  ainsi  toute  une  famille  de  systèmes  de 
rayons  pour  lesquels  tous  les  rayons  jouissent  de  cette  pro- 
priété, parce  que  leurs  surfaces  focales  coïncident  et  ne 
forment  qu'une  seule  surface. 

§  IX.  —  Comparaison  de  la  théorie  générale  des  sys- 
tèmes de  rayons  a\^ec  la  théorie  particulière  de  la 
courbure  des  surfaces  et  des  systèmes  de  normales 
aux  surfaces. 

Les  systèmes  de  rayons  dont  nous  venons  d'exposer  la 
théorie  générale,  renferment,  comme  cas  particulier,  les 
systèmes  dont  tous  les  rayons  sont  normaux  à  une  même 
surface.  Pour  ce  système,  les  expressions  que  nous  avons 
désignées  par  f  et  f  et  qui  soat  formées  par  la  combinai- 
son des  quotients  différentiels  partiels  dex,  j",  z,  Ç,  vj,  ^, 
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sont  égales  Tune  à  Tautre.  Si  Ton  donne  une  surface  a 

laquelle  tout  rayon  du  système  doit  être  normal,  si  Ton  ' 
désigne  par  a/,  y ^  J ^  les  coordonnées  du  point  de  cette 
surface  où  le  rayon  x^y^  z,  Ç,  >?,  ^,  doit  être  normal  et 
par  r  la  distance  du  point  a/,  j^,  z  à  Torigine  x^y^  2,  du 
rayon,  on  aura 

(1)  j/=j:-hrÇ,     y  =5  jr -H  riï,     z' =  jb -4- /•;, 

et  puisque  le  rayon  est  normal  à  la  surface  on  a  aussi 
(a)  Çd'a/-f-iïrf/'-+-Ç</«'  =  o. 

Remplaçons  x^,  j^,  z'  par  leurs  valeurs  dans  cette  relation, 
nous  trouverons 

*  ■   r(Ç£/Ç-+.>ïe/n-hÇrfÇ)==o, 


et  par  suite 

(4)  çd:r-+- »irfr-»-Ç^*  =  —  <^'" 

ou 

(5)  (|tf -4. „ 6 -+-çc)rfi« -h (ç«' ^->ï*'  +  (;i?')rf(»  =  —  é]^. - 

Le  premier  membre  de  cette  équation  doit  donc  être  une 
différentielle  complète  d'une  fonction  —  r  de  deux  va- 
riables indépendantes  u  et  v.  Il  faut  donc  que 


^"^             d. 

du 

et  puisque  Ton  a 

da       da' 
du        du 

dh 

dV 
Tu' 

de       dc^ 
du        du 

on  a  aussi 

«a' H-  bh'  -fcc'  =  <i'a  H-  h'h  -f-c'c 

Aira.  if«  Mathémai ,  7*  BCrie,  1. 1®'.  (Mars  iSfa.) 
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OU 

f=r. 

Cette  équation  doit  être  identique  pour  que  le  syslème 
de  rayons  soit  un  système  de  normales  à  une  surface.  Si 
cette  condition  est  satisfaite,  il  en  résulte  que  1  on  peut 
déterminer  r  en  fonction  de  «  et  de  i^  au  moyen  de  Téqua-, 
tîon  (4).  Pour  une  telle  valeur  de  r,  les  équations  (i) 
représentent  une  surface  à  laquelle  les  rayons  du  système 
sont  normaux.  Comme  dans  l'intégrale  de  Téquation  (4) 
il  entre  une  constante  arbitraire,  on  a  non-seulement 
une  surface  qui  satisfait  à  la  question,  mais  on  a  une  série 
de  surfaces  connues  sous  le  nom  de  surfaces  parallèles. 

Pour  f  =f'réquation  quadratique  (5)  (§  IV),  dont  les 
racines  sont  Ti  et  t„  est  la  même  que  l'équation  quadra- 
tique (4)  (§11)  dont  les  racines  sont  t^  et  r,.  L'équation 
(o)  (§ll)î  dont  les  racines  sont  pi  et  p,,  devient  aussi  la 
même  que  l'équation  (i6  )  (§11),  dont  les  racines  sont  r, 
et  r,.  Il  résulte  de  là  que 

Dans  les  systèmes  dont  tous  les  rayons  sont  normaux 
à  une  surface,  les  deux  plans  focaux  de  chaque  rayon 
coïncident  ai^ec  ses  deux  plans  piincipaux,  et  ses  deux 
foyers  coïncident  a\^ec  ses  points  limites  des  plus  courtes 
distances. 

Considérons  une  des  surfaces  auxquelles  tous  les 
rayons  du  système  sont  normaux  comme  la  surface  d'où 
ces  rayons  sont  issus.  Les  abscisses  pi  et  pi  des  loyers,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  les  abscisses  r^  et  r,  des  points 
limites,  deviennent  les  rayons  de  courbure  principaux  de 
la  surface.  Les  surfaces  focales  qui  coïncident  avec  celles 
des  plus  courtes  distances  ne  sont  autres  que  les  surfaces 
étudiées  par  Monge,  sur  lesquelles  se  trouvent  tous  les 
centres  de  courbure  de  la  surface.  La  théorie  de  la  cour- 
bure des  surfaces  peut  donc  être  consid^frée  comme  un 
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cas  particulier  de  la  théorie  générale  des  systèmes  de 
rayons.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'examiner  quelle  est  la 
relation  qui  existe  entre  les  théorèmes  généraux  que  nous 
avons  démontrés  et  les  théorèmes  connus  de  la  courbure 
des  surfaces. 

En  examinant  si  la  théorie  générale  des  systèmes  de 
rayons  ne  nous  donne  pas  quelques  théorèmes  nouveaux 
pour  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  et  celle  des 
normales,  nous  n'avons  rien  trouvé  de  bien  remarquable, 
comme  on  pouvait  s'y  attendre.  On  pourrait  citer  cepen- 
dant le  théorème  auquel  donne  lieu  Téquation 

H  exprime  une  propriété  générale  des  normales  à  une  sur- 
face et  pourrait,  par  conséquent,  entrer  dans  la  théorie 
particulière  de  ces  normales.  La  propriété  ex[)osée 
(§VIII)  sur  les  pinceaux  infiniment  petits  donne  aussi 
un  théorème  sur  les  normales  aux  surfaces  qui  n'est  pas 
encore  connu,  je  crois.  On  peut  Ténoncer  ainsi  : 

En  un  point  {Tune  surface,  les  deux  plans  normaux 
principaux  sont  coupés  par  toutes  les  normales  aux 
points  infiniment  voisins  de  la  surface  du  point  donné,  de 
telle  manière  que  les  distances  des  points  d'intersection 
au  point  donné  sont,  pour  Fun  des  plans  normaux^ 
égales  au  plus  grand  rayon  de  courbure  et  pour  Vautre 
au  plus  petit  rayon  de  courbure. 

Si  l'on  parcourt  tous  les  théorèmes  donnés  dans  la 
théorie  de  la  courbure  des  surfaces  et  dans  celle  des 
normales,  on  trouve  toujours  des  théorèmes  corresr 
pondants  dans  la  théorie  générale  des  systèmes  de  rayons. 

Considérons  les  deux  sections  normales  principales  en 
un  point  donu^  d'une  surface,  elles  donnent  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  rayon  de  courbure.  Dans  la  théorie  géné- 
rale, nous  avons  d'un  côté  les  plans  principaux  et  de 
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Taiureles  plans  iocaux.  Les  propriétés  des  normales  aux 
surfaces  se  divisent  dans  la  théorie  générale  :  une  partie 
des  propriétés   correspondantes  se   rapporte  aux  plans 
principaux  et  une  autre  aux  plans  focaux.  Les  plans  prin- 
cipaux jouissent  de  ces  propriétés  :  Ils  sont  toujours  réels 
et  perpendiculaires  entre  eux^  les  plans  focaux  renfer- 
ment les  deux  rayons  infiniment  voisins  du  rayon  donné 
qui    le  coupent.  Aux  centres  de  courbure  principaux 
des  surfaces  correspondent  les  points  limites  des  plus 
courtes  distances  et  les  foyers^  et  par  sui|e  aux  surfaces  qui 
renferment  ces  centres  de  courbure  correspondent  les  sur- 
faces des  points  limites  et  les  surfaces  focales.  Les  surfaces 
des  points  limites  jouissent  de  cette  propriétéqu  elles  limi- 
tent dans  Tespace  une  région  où  se  trouvent  toutes  les  plus 
courtes  distances  de  deux  rayons  infiniment  voisins,  et  les 
surfaces  focales  jouissent  de  cette  autre  propriété  que  tous 
les  rayons  du  système  leur  sont  tangents.  Les  deux  belles 
propriétésdes  surfaces  des  centres  de  courbure  trouvées  par 
Monge,  savoir:  i®  que  leurs  contours  apparents  se  coupent 
à  angle  droit  quel  que  soit  le  point  de  Tespace  où  Ton  place 
le  point  de  vue,  i^  que  les  arêtes  de  rebroussement  des 
surfaces  développablcs  formées  par  les  normales  sont  des 
lignes  géodésiques  su  ries  surfaces  des  centres  de  courbure, 
sont  des  propriétés  spéciales  aux  systèmes  de  normales  à  une 
surface.  Elles  n'appartiennent  ni  aux  surfaces  des  points 
limites,  ni  aux  surfaces  focales  des  systèmes  généraux. 

Les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  des  surfaces 
considérées  comme  les  lieux  géométriques  des  points  des 
surfaces  dont  les  normales  forment  des  surfaces  dévelop- 
pables,  correspondent  dans  le  système  le  plus  général  aux 
deux  séries  de  surfaces  développables  îlj  et  îî,  (§  V).  D*un 
autre  côté,  on  peut  regarder  les  surfacfîs  réglées  Oj  et  Ot 
comme  correspondant  aussi  aux  lignes  de  courbure,  car 
elles  aussi  coupent  la  surface  suivant  des  lignes  de  cour- 
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bure  dans  le  cas  où  tous  les  rayons  du  système  sont  nor- 
maux à  cette  surface. 

Les  ombilics  des  surfaces,  pour  lesquels  les  deux  rayons 
de  courbure  principaux  sont  égaux»  de  sorte  que  toutes 
les  normales  infiniment  voisines  passent  par  le  même 
point  et  que  la  direction  des  plans  normaux  principaux 
devient  indéterminée,  correspondent  aux  rayons  princi- 
paux qui  son^  tels,  que  tous  leurs  rayons  infiniment  voi- 
sins les  coupent  en  un  même  point  et  dont  les  plans  prin- 
cipaux aussi  bien  que  les  plans  focaux  ont  une  direction 
indéterminée. 

Le  théorème  d'Euler  qui  montre  comment  le  rayon  de 
courbure  d'une  section  normale  est  déterminé  par  l'angle 
de  cette  section  avec  Tune  des  sections  principales  et  les 
deux  rayons  de  courbure  principaux,  se  trouve  comme  cas 
partictilier  dans  la  formule  (18)  (§  VU).  Cette  formule 
devient  la  formule  d'Euler  si  on  y  fait 

cr 

P  =  —  9        ri   TU  p^,       fi=  pi 

La  méthode  générale  exposée  (^VII)  détermine  aussi  le 
rayon  de  courbure  d'une  manière  nouvelle  qui  n'est  pas 
dénuée d^intérèt.  Elle  montre  que  Tangle  de  déviation  du 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  en  point  donné 
avec  une  normale  issue  d'un  point  de  la  surface  situe  dans 
le  plan  de  la  section  et  infiniment  voisin  du  point  donné 
est  toujours  égal  à  un  droit,  c'est-à-dire  que  : 

Si  par  deux  points  injiiinnent  voisins  (V une  surface  on 
mène  les  deux  normales  et  que  sur  ces  normales  on 
prenne  les  deux  longueurs  pour  lesquelles  F  ongle  de  dé- 
i^iation  est  égal  à  un  droit,  ces  longueurs  représentent 
les  rayons  de  courbure  aux  deux  points  infiniment  voi- 
sins pour  la  section  normale  qui  passe  par  ces  points, 

La  mesure  de  la  courbure  donnée  par  Gauss  se  retrouve 
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dans  la  théorie  générale  dans  la  mesure  de  la  densité.  Son 
expression,  qui  est  la  réciproque  du  produit  des  deux 
rayons  de  courbure  principaux,  se  trouve  dans  l'expres- 
siou  (§  VI)  de  la  mesure  de  la  densité  qui  est  la  réciproque 
du  produit  de  la  dislance  des  deux  foyers  au  point  consi- 
déré. Pour  les  systèmes  de  rayons  normaux  à  une  surface 
et  par  suite  normaux  à  toutes  les  surfaces  parallèles,  la 
mesure  de  la  densité  est  identique  avec  celle  de  la  cour- 
bure, parce  qu'en  chaque  point  de  Pesparela  mesure  de  la 
densité  des  rayons  est  égale  h  la  mesure  de  la  courbure  de 
la  surface  parallèle  qui  passe  en  ce  point. 

On  voit  que  les  considérations  introduites  par  Gauss 
dans  la  science  possèdent  ce  degré  de  généralité  qui  leur 
permet  de  s'étendre  bien  au  delà  du  but  qu^on  leur  avait 
d'abord  fixé.  (Fin,  ) 


SUR  QUATRE  PRODUITS  D  ENTIERS  GOKSÉGUTIFS; 

Par  m.  A.-O.  GUIBERT. 


Le  produit  de  S^  de  g^  de  lo^  de  1 1  entiers  consécutifs 
n  est  jamais  un  carré. 

Quand  il  s'agit  de  8  entiers  consécutifs  seulement,  la 
proposition  est  déjà  établie  ('^)  ;  mais  la  démonstration 
actuelle  s'applique  en  même  temps  à  ce  cas  et  aux  trois 
autres. 

Soit  n  («  -h  i)  (r^-h  a) . . .  le  produit  proposé  dont 
le  dernier  facteur  est  «-4-7,  n  +  S,  n-hg,  /i  H- 10, 
suivant  que  le  nombre  des  entiers  consécutifs  est  8,  9, 


10,  II. 


(  *)  Voir  le  t.  XIX  dos  Nom'clUs  Annales,  p.  21 3.      * 
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Pour  abr^cr,  nous  nommerous  n,  n  -H  i,  n  +  3,  etc., 
Us  fadeurs  en  n  de  leur  produit. 

Nous  admettons  que  le  produit  proposé,  qui  sera,  à 
volonté,  Tun  quelconque  des  quatre  désignés  dans 
renoncé,  soit  un  carré,  et  nous  nous  proposons  de  faire 
ressortir  Tabsurdité  d'une  telle  hypothèse. 

Quelques  observations  préalables  sont  nécessaires. 

Les  différences  entre  les  facteurs  en  n  prouvent  que  tout 
diviseur  premier  commun  à  deux  quelconques  d'entre 
eux  est  nécessairement  Fun  des  nombres  a,  3,  5,  7. 

Par  conséquent,  le  produit  proposé  étant  un  carré,  si 
un  facteur  en  n  est  premier  avec  2x3x5x7»  il  doit 
être  un  carré. 

Si  un  facteur  en  n  n'est  divisible  que  par  un  seul  des 
nombres  2,  3,  5,  7,  il  est  le  produit  d'une  certaine  puis- 
sance de  ce  nombre  par  un  carré,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  eu  égard  à  l'exposant  de  cette  puissance,  il  est 
un  carré  ou  le  produit  d'un  carré,  par  ce  nombre  pris 
parmi  2,  3,  5,  7. 

Autre  remarque  :  Il  est  impossible  que  le  produit  pro- 
posé soit  un  carré,  lorsque  deux  facteurs  en  n  sont  des 
carrés.  Cela  est  vrai  quels  que  soient  les  rangs  de  ces  fac- 
teurs; mais,  pour  notre  démonstration,  il  suffit  qu'ils 
appartiennent  aux  huit  premiers.  Leur  différence  est  alors 
comprise  entre  i  et  8. 

Or  la  différence  de  deux  carrés  n'est  jamais  ni  2,  ui  4» 
ni  6.  Si  elle  est  égale  à  3,  les  facteurs  en  n  sont  1  et  4  7 
le  produit  proposé,  dont  le  premier  facteur  est  1 ,  n'est 
manifestement  pas  un  carré;  si  elle  est  égale  à  5,  les  fac- 
teurs correspondants  sont  4  ^^  9?  et  le  produit  proposé 
dont  le  premier  facteur  est  alors  l'un  des  entiers  2,  3,  4 
n*est  pas  non  plus  un  carré. 

Cela  posé,  nous  allons  examiner  tous  les  cas  qui  peu- 
vent se  présenter. 
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I*'  Cas.  n  est  premier  avec  2X3x5X7. 

Le  nombre  n  n'ayant  aucun  diviseur  commun  avec  les 
entiers  qui  le  suivent,  doit  être  un  carré.  Il  sera  de  la 
forme  3^+  i>  de  lunedes  formes  5/t+  i,  5A+4  ^^ 
de  Tune  des  formes  7*  -+- 1 ,  7  A  -+-  a,  7*  -+-  4» 

Montrons  qu'un  autre  des  huit  premiers  entiers  serait 
un  carre. 

Lorsque  n  =,5  A  +  1 9  ^  -f*  6  est  premier  avec  5  ;  il  est 
d'ailleurs  premier  avec  a  x  3  ;  s'il  est  premier  avec  7,  il 
serait  un  carré;  s'il  est  divisible  par  7,  aucun  autre  fac- 
teur en  n  n'est  divisible  par  7,  il  devrait  donc  être  encore 
un  carré. 

Lorsque  /*  =  5/i-4-4>  «-+-4=5A-h85  et  comme 
pour  n  z:=z  yk-hi,  'jk -h  ^^  yk  -h  4^  on  a. 

«  -h  4  =  7  ^  H-  5,  7  /  -h  6,  7  X  -h  8, 

il  en  résulte  que  n  -hy^  premier  avec  a  x3,  est  aussi 
premier  avec  5  X  7  ^  ce  facteur  en  n  serait  donc  un  carré. 

Il*'  Cas.   n  dii^isible  par  un  seul  des  nombres  a,   3, 

5,7-       _ 

1^  n  divisible  par  2  et  premier  avec  3x5X7- 

n  est  un  carré  ou  double  d'un  carré. 

Soit  d'abord  n  égal  à  un  carré  :  il  aura  la  forme  3^  + 1  • 

/}  +  7  est  premier  avec  2X3,  il  l'est  paiement  avec 
5  X  75  car  pour/i  =  5A-h  i>  5A  -4-45  /H-  7  =  5A-4-8, 
SAh-ii^  et  pour  w=:7A-hi,  7^-1-2,  7A-f-4f 
ii-h7  =  7A-I-8,  7Ar-4-9,  7*  -H  II;  »  -f-7  serait  donc 
un  carré  en  même  temps  que  /i. 

Soit  ensuite  n  double  d'un  carré  a*^  lequel  sera  de  la 
forme  3g^-+-  i. 

/»  -h  5,  premier  avec  2X3,  est  évidemment  premier 
avec  5;  s'il  est  premier  avec  7,  il  doit  être  un  carié^  et, 
de  même,  s'il  est  divisible  par  7,  aucun  autre  facteur  en 
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n  n'étaot  alors  divisible  par  7  ;  mais,  pour  a'  =  5  A  +  1  » 
5^+4)  'ï+5  =  ioA-h7,  ioA-+-i3,  formes  qui  ne 
conviennent  à  aucun  carré. 

a**  n  divisible  par  3  et  premier  avec  ti  x  5  X  7* 

n  est  un  carré  ou  triple  d'un  carré. 

Soit  n  égal  à  un  carré. 

Lorsque  /i  =  5Ah-i,  5A-h4>'''+-5i  =  5A-h3,5/H-6^ 
quand  n  =  7/r-f-i,  7Ar-h  2,  7A  4-4»  'H-  a  =  7^-f-3> 
744-4»  7^  ~i~6;  ce  facteur,  premier  avec  a  X  3,  est 
ainsi  premier  avec  5  X  7  ^  il  devrait  donc  être  un  carré. 

Soit  n  triple  d'un  carré  a*. 

Pour  <i*  =  5  A  4-  I ,  /i  4-  4'  premier  avec  a  X  3,  éga- 
lant i5 A  4-  7»  €St  premier  avec  5  *,  donc,  s'il  est  premier 
avec  7,  il  devrait  être  un  carré;  et,  de  même,  s'il  est 
divisible  par  7,  aucun  autre  facteur  en  n  n'étant  alors 
divisible  par  7;  mais  i5A4-7  ne  représente  aucun 
carré. 

Pour  o*  =  5A4-4?'»4-4=i5A4-i6;ce  facteur,  di- 
visible ou  non  par  7,  doit  être  un  carré. 

Or,  quand  n  4-  4  est  divisible  par  7,  n  4-  a  ne  Test 
pas,  et  comme  /t  4-  a  =  i5  A  + 14,  il  est  premier  avec  5; 
il  serait  donc  aussi  un  carré.  Lorsque  /i4-4  n'est  pas 
divisible  par  7,  il  est  de  l'une  des  formes  7/r  +  i, 
7^+3,  la  forme  7  A  4-  4  supposant  n  multiple  de  7  :  si 
i»4-4=7Ar4-i,  /i4-a,  égal  à  7  A —  i,  devrait  être  un 
carré;  si  n  4-  4  =  7^  "^*  ^j  /»  4- 1  premier  avec  3,  est 
premier  avec  5  X  7;  il  serait  donc  le  double  d'un  carré; 
mais  /ï4-*i  =jk  —  i  ne  correspond  au  double  d'aucun 
carré. 

3°  n  divisible  par  5  est  premier  avec  a  X  3  X  7. 

n  ne  saurait  être  un  carré;  car,  pour  n  2=7^  +  1, 
7A4-a,  7^  +  4»  le  facteur  /i  4-  4»  premier  avec 
a  X  3  X  5,  prenant  les  formes  respectives  7  A  +  5 , 
7A4-  6,  7^4-8}  devrait  être  en  même  temps  un  carré. 


(  '"6) 

Soit  donc  n  égal  à  5  fois  un  carré,  lequel  sera  de  la 
forine3/^-f-i. 

«  -h  6  est  premier  avec  a  x  3  X  5  ;  s'il  est  premier  avec 
7,  il  devrait  être  un  carré  ^  et  de  même,  à  cause  de  son 
rang,  s^il  est  divisible  par  y\  mais  /i  +  6,  égal  à  t5^  + 1 1 , 
n'a  pas  la  forme  d'un  carré. 

4"  n  divisible  par  n  et  premier  avec  a  X  3  X  5, 

En  supposant  que  n  soit  un  carré,  on  trouve  que 
n  +  6  ou  n  +  4  serait  un  carré,  selon  que  n  égale  5  A  + 1 
ou  5  A  -h  4' 

Soit  n  égal  k  y  fois  un  carré  a',  lequel  sera  de  la  forme 
3  g' -4-1  et  de  l'une  des  formes  5A+i,  5A-+-4*  On  trouve 
ici  que  n -h6  =  35A  H- i3,  35A-h34»  devrait  être  uu 
carré.  Or  aucune  de  ces  formes  ne  peut  être  celle  d'un 
carré. 

DP  Cas.  n  divisible  par  deux  des  nombres  a,  3,  5,  7 

et  premier  avec  les  deux  autres, 

i^  n  divisible  par  a  X  3  et  premier  avec  5X7- 

/i  -h  5  est  premier  avec  a  X  3  X  5,  donc,  divisible  ou 

non  par  7,  il  doit  être  un  carré ^  mais,  pour 

/ï  -4-  5  =  5 A  4-  1 ,  5A  -I-  4, 

on  a 

/i H- 7  ==  5/1  +  3,  5 A -4-6; 

donc  ce  dernier  facteur  en  n  devrait  être  aussi  un  carré. 

2°  n  divisible  par  a  X  5  et  premier  avec  3X7- 

/i  4-  3  est  premier  avec  2X3x5. 

Quand  /t  +  8  est  premier  avec  7,  il  est  un  carré  *,  et  si 
Ton  pose  /ï-h3  =  3g'H-i,  n-i-y  devient  égal  à  3g^  -h  5; 
donc  ce  facteur  en  n,  premier  avec  a  X  5  X  7,  est  premier 
avec  3  ]  par  conséquent  il  serait  un  carré. 

Lorsque  m  -h  3  est  divisible  par  7,  si»-f-3  =  3m-f-i, 
le  facteur  n  -+-  7  =  3/w  -h  8  devrait  être  un  carré  ;  si 


(  ""7  ) 
/H-  3  =  3  //i  H-  2,  /ï  -f-  7,  premier  avec  2x5X7,  est 
multiple  de  3^  mais  /i  +  a,  égal  à  3m  + 1  et  premier 
ayec  3  X  5  X  7,  n'a  pas  une  forme  compatible  avec  celle 
du  double  d'un  carré;  donc  il  doit  être  un  carre,  et  /i  +  7 
serait  le  triple  d*un  carré;  or,  pour  /i+2=5A  +  i9 
/1-I-7  =  5  A -+-6,  et  pourn -h  a  =  5&-+-4>  « -+- 7  =  5  A-f-9, 
chacune  de  ces  valeurs  de  71  +  7  ne  saurait  être  celle  du 
triple  d'un  carré. 

3^  n  divisible  par  a  X  7  et  premier  avec  3x5. 

Soit  d'abord  n  +  3  premier  avec  5  ;  ce  facteur  en  n 
sera  un  carré,  puisqu'il  est  évidemment  premier  avec 
2X3X7-  Maïs,  pour  n-f-  3  =  5i-f- 1,  5A  -h  4,  on  a 

n-\-i=:5h  —  I,     5A-f-3; 

w  -h  I ,  premier  avec  a  x  3  X  7,  est  premier  ainsi  avec  5, 
il  devrait  donc  être  aussi  un  carré. 

Soit  ensuite  n  +  3  divisible  par  5  :  si  n  =  3  m  + 1 , 
«  -h  I  doit  être  un  carré,  et  »-f-6  =  3/w-+-7,  premier 
avec  3x5X7,  serait  le  double  d'un  carré;  si 
n=3in-4-a,  n-f-5,  premier  avec  a  X  5  X  7,  est  pre- 
mier avec  3;  ce  facteur  en  n  devrait  être  uu  carré,  ce 
qui  est  impossible;  car,  d'après  l'hypothèse,  /i  +  5  est 
un  multiple  de  5  plus  a. 

4**  n  divisible  par  3  X  5  et  premier  avec  a  X  7. 

/i  -h  a  et  /i  H-  6  sont  premiers  avec  a  X  3  X  5. 

Si  aucun  de  ces  facteurs  en  n  n'était  divisible  par  7, 
ils  seraient  des  carrés. 

Si  71-4-  a  =  7m,  n -H  4  est  un  carré;  /i  -h*  =7m  —  1, 
premier  avec  3x5X7,  devrait  être  le  double  d'un 
carré. 

Si  «-1-4  =  7^,  n-f- 1  est  un  carré,  et/i  -h  7  =  7/» -4-3 
devrait  être  double  d'un  carré. 

5°  n  divisible  par  3  X  7  et  premier  avec  a  x  5. 

Les    facteurs     «-+-3,     n -f- 4    sont    premiers    avec 


(  '*'8  ) 
a  X  3  X7  ;  si  ni  l'un  ni  Tautrc  n  était  divisible  par  5^ 
ils  seraient  tous  deux  des  carrés. 

Lorsque  «4-2  =  5/11,  w-|-4  =  5w-|-a;ce  dernier 
facteur  en  n  devrait  être  un  carré. 

Quand  «  +  4  ==5m,  th-s,  égal  à  5  m  —  a<,  serait  un 
carré.  • 

-6®  n  divisible  par  5  X  7  et  premier  avec  a  X  3. 

/i  -h  6,  premier  avec  2  X  3  X  5  X  7,  doit  être  un  carré. 

Si  n  =  3m  H-  i,  le  facteur  n  H-  4  serait  un  carré  ;  si 
»  =  3m4-a,  n  +  si  devrait  être  un  carré. 

IV*  Cas.  n  div^isible  par  trois  des  nombres  2,  3,  5,  7 
et  premier  av^ec  le  quatrième, 

1°  n  divisible  par  2X3x5  et  premier  avec  7. 

«-h 7  étant  premier  avec  2X3x5  doit  èirc  un 
carré ,  mais,  pour  w  -f-  7  =  7  A  -f- 1 ,  7A  4-  2,  7^  -♦-  4» 
on  a  «  H-  I  =  7Ar  —  5,  7 A-  —  4»  7^  —  *  î  <-*«  dernier  fac- 
teur en  n  est  ainsi  premier  avec  7,  il  Test  d^ailleurs  avec 
2X3x5,  donc  il  serait  aussi  un  carré. 

2**  n  divisible  par  2  X  3  X  7  et  premier  avec  5. 

«4-5  doit  être  un  carré. 

Sin4-5  =  5A4-i,'ï-hi9  égal  à  5  A  —  3,  est  premier 
avec  5,  il  serait  donc  un  carré  :  si  «4-5  =  5A4-4> 
«  4-  a,  premier  avec  3X7?  est  aussi  premier  avec  5  ;  il 
devrait  donc  être  le  double  d'un  carré,  ce  qui  est  impos- 
sible d'après  sa  valeur  5/14-7. 

3®  n  divisible  par  2  X  5  X  7  et  premier  avec  3. 

w  4-  3  est  un  carré  de  la  forme  ig  4-  i;  «4-1  serait 
un  carié. 

4°  n  divisible  par  3  X  5  X  7  et  premier  avec  2. 

Les  facteurs  fi  4-  a,  «  4-  4  devraient  être  des  carrés. 

V*  Cas.   n  div^isible  par  a  X  3  X  5  X  7. 
n  4-  I  est  un  carré;  w4-4  =  5A4-4  serait  le  double 
d'un  carré. 


(  '09  ) 

La  propriété  objet  de  cette  Note  est  ainsi  établie. 

On  verrait  semblablement  que  le  produit  de  12,  de  1 3 
entiers  consécutifs  n'est  point  un  carré.  Les  nombres  pre- 
miers à  considérer  seraient  2,  3,  5,  7  et  ii.  Pareille  pro- 
priété se  prouverait  pour  le  produit  de  1 4,  de  1 5,  de  16  et 
de  17  entiers  consécutifs.  Ces  quatre  cas  se  rapportent  aux 
nombres  premiers  2,  3,5,7,  9,  n  et  i3.  On  peut  conti- 
nuer ainsi,  en  liant  entre  eux  plusieurs  cas ,  mais  la  dé- 
monstration devient  de  plus  en  plus  pénible. 


»nONSTRAT10N  BU  THÉORÈME  SUR  LES  COURBES  PLANES 

DE  M.  STREBOR 

(roirt.  XIX,p.  98); 

Par  m.  Joseph  SACCHI, 
Professeor  au  lycée  do  Porte-Neuve,  à  Milan. 


Soient  :  M|  un  point  quelconque  d'une  courbe  don- 
née (*);  V|  et^i  le  rayon  vecteur  OM,  et  la  perpendicu- 
laire OPi  h  la  droite  MiPi,  touchant  la  courbe  en  Mi  ;  o), 
et  A]  les  angles  que  les  Vi  et  pi  forment  avec  une  droite 
6xeOÂ.  Sur  le  prolongement  de  OM,  on  prend  M,N=  V|, 
le  lieu  des  points  N  sera  une  courbe  semblable  à  la  courbe 
donnée;  par  conséquent  Tangle  /3  que  la  normale  NM  à 
cette  seconde  courbe  forme  avec  ON  sera  égal  à  celui  des 
droites  v^  e^  pi,  c'est-à-dire  on  aura  (3  =  «i  —  w,.  Sur  la 
normale  NM  que  Ton  prenne  NM=OM,  alors  MMj 
est  perpendiculaire  sur  OM,.  On  doit  prouver  que  la 
courbe  lieu  des  points  M  est  lenveloppe  des  perpendi- 
culaires qu'on  mène  aux  extrémités  des  rayons  vecteurs 

C*)  On  prie  de  faire  la  figure. 


(  '•«  ) 

de  la  courbe  donnée;  ou  bien  que  la  courbe  donnée  est 
la  podaire  de  celle  des  points  M. 

En  nommant  v,  p^  &),  les  quantités  relatives  au  point 
M  et  analogues  à  Vi,  pi,  toi,  les  triangles  rectangles 
OIVI,M,OP,M|  donnent 

/  \      ^«  /  \      /*• 

COS(«|  — w)=— >       COSlai  — «>i]  == — > 
\  '         V  V, 

et,  ayant  MO  =  MN,  on  aura 
desquelles  on  déduit 


v' 


(x)  û>=i2ft>, —  a,,      v=— » 

relations  qui  montrent  que  la  courbe  donnée  est  la  po- 
daire de  la  courbe  lieu  des  points  M. 

En  faisant  la  dérivée  par  rapport  à  coi  des  équations  (i), 
et  en  la  désignant  par  un  accent,  en  posant 

et  eu  égard  aux  formules  connues 

on  obtient  /?  =  Vi,  laquelle  avec  la  seconde   des  éc|ua- 

lions  (i)  donne 

P' 
V,  =/>.    7?,  =  — 

V 

En  remplaçant,  dans  Téquation 

d'une  courbe  donnée,  lespi ,  V|,  par  ces  dernières  valeurs, 
on  a  Téquation  de  la  courbe  enveloppe  des  perpendicu- 
laires menées  aux  extrémités  des  rayons  vecteurs  de  la 
première  courbe. 


(  ••«  ) 


SOLUTION  BB  LA  OVKSTION  426 

(fOirt  Xyil,p.  88); 

Pab  m.  RASSIGOD. 


Le  Heu  dn  point  P  est  une  conique.  Car  ce  point  est 
donné  par  IMntersection  de  deux  droites  BN  et  CM  pas- 
sant par  deux  points  fixes  B  et  C,  et  dont  le  mouvement 
est  réglé  de  telle  sorte,  qu'à  une  position  BN  de  l'une  en 
corresponde  sans  ambiguïté  une  et  une  seule  de  Vautre 
MC  (*),  ce  qu'il  est  facile  de  voir  ici.  Le  lieu  de  leur  in- 
tersection est  donc  au  plus  du  second  degré.  De  plus  ce 
n'est  pas  une  droite;  car  B  et  C  sont  deux  points  du  lieu 
(le  point  C  correspond  à  la  position  de  la  droite  AN  qui 
passe  par  le  point  O,  et  le  point  B  à  celle  de  la  droite  AM 
qui  est  parallèle  à  BC),  et  les  trois  points  B,  P,  C  ne  sau- 
raient être  en  ligne  droite.  Le  lieu  du  point  P  est  donc 
une  conique. 

La  même  démonstration  s'appliquerait  identiquement 
au  point  P. 

On  voit  de  plus  que  ceci  aura  lieu  quel  que  soit  l'angle 
MAN,  pourvu  qu'il  soit  constant.  Quant  aux  points  T  et 
T|,  ils  décrivent  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à 
l'angle  BOM. 


C)  Je  n'ai  pas  cru  qu'il  fût  nécessaire  de  rappeler  ici  la  démonstration 
d'on  théorème  connu. 


(  "») 


SUR  LRS  INTERSECTIONS  DBS  COURBES  ALGEBRIOUBS 

PLANES; 

D'APBis  LB  R^T.  SALMON  (*)• 


Tliéorème  I.  —  Par  — ^ ■'    points  fixes   on   peut 

décrire  une  courbe  de  degré  n  et  une  seule,  généralement 
parlant.  Si  parmi  ces points  il  s'en   trouve  un 

nombre  plus  grand   que  pn  —  ^-^ ^-^ s  sur  une 

courbe  de  degré  /?,  où  ;?  <[[  /i,  alors  il  est  impossible  de 

faire  passer  une  courbe  de  degré  n  par  ces  -^ 

points. 

Théorème  II,  —  Toutes  les  courbes  du  n**'"*  degré  qui 

/?(/i-t-3)  .        « 

passent  par —  i  points  fixes,  passent  aussi  par 

in — i)(n  —  2)  .         r. 

^ — autres  points  fixes. 

Théorème  III.  —  Un  polygone  de  an  côtés  étant  in- 
scrit dans  une  conique,  les  /z  (n  —  a)  points  d'intersec- 
tion des  côtés  impairs  avec  les  côtés  pairs  non  adjacents 
sont  sur  une  courbe  de  degré  n  —  a. 

Théorème  IV.  —  Si  parmi  les  n*  points  d'intersection 
de  deux  courbes  de  degré  n,  il  s'en  trouve  np  sur  une 


(*)  Ces  théorèmes  ont  déjà  été  démontrés  dans  les  ^owcliei  Annales. 
Nous  les  récapitulons  dans  rintérêt  des  élèves. 


(  «t3  ) 

courbe  de  degré  p  <^  «,  les  /*'  —  np  points  d^interseclioii 
restants  sont  sur  une  courbe  de  degré  n  —  p. 

Théorème  F.  —  Une  courbe  du  n***"'  degré  qui  passe 

par  np  —  ^^ '-^ <-  points  d*une  courbe  de  degré 

^  ,  {/?—  i)  (/>  —  2) 

p  <ln.  rencontre  encore  cette  courbe  en  ^-^- ^-^^- - 

'^   ^  1.2 

points. 

Théorème  FI.  —  Deux  courbes  de  degré  m  et  n  se  cou- 
pant en  mn  points,  une  courbe  de  degré  r  qui  passe  par 

(ni -h /î  —  r  —  i)  (lîi  + /i  —  r  — -  2)  j 

-^ ' — ^de  ces  points,  ou  r  est 

supérieur  km  ou  à  /i,  mais  non  supérieur  km-h  n  —  3, 
passe  aussi  par  les  points  restants  des  mn  points. 

IV^ote  historique.  —  Euler  parait  être  le  premier  qui 
ait  signalé  le  paradoxe  de  deux  courbes  du  n'^"^  degré  qui 
passent  par  un  nombre  plus  grand  de  points  qu'il  n^est  né- 
cessaire pour  déterminer  une  telle  courbe  (  Mémoires  de 
r /académie  de  Berlin^  1748).;  la  même  difficulté  a  été 
énoncée  par  Cramer  dans  son  Introduction  à  F  analyse 
des  lignes  courbes^  i^So.  Toutefois  les  importants  théo- 
rèmes qui  découlent  de  ce  paradoxe  sont  d'une  date  très- 
récente  ;  ainsi  le  théorème  IV  est  de  Gergonne  [jinnales, 
t.  XVII>  p.  220;  1827);  le  théorème  n,  aussi  de  1827, 
appartient  à  M.  Plûcker  [EnlwicJielungen^  vol.  I,  p.  228, 
et  Gergonne  AnnaL^  vol.  XIX,  pp.  97,  lap);  le  théo- 
rème V  est  le  sujet  de  deux  Mémoires  envoyés  en  même 
temps  à  Crelle,  Tunpar  Jacobi  (t.  XV,  p.  285),  un  autre 
par  Plûcker  (t.  XVI,  p.  47)  5  le  théorème  \I,  le  plus  gé- 
néral, est  de  M.  Cayley  [Cambridge  MathematicalJ  our- 
nal^  t.  III>  p.  211). 


Ann.  de  èinihémat.,  2«  série,  t.  I*'.  (Mars  iSGîi  )  ^ 


{  "4) 


SOLUTION  COMPLÈTE  DR  LA  QUESTION  456 

(TOlr  l.  XVII,  p.  65)  ; 

Pae  m.  R.  ALBARET, 

Élève  du   lycée  Saint- Louis. 


Il  s'agit  de  mener  dans  un  plan  donné  par  ses  deux 
traces  une  droite  dont  les  deux  projections  jie  forment 
qu'une  seule  et  même  droite. 

On  donne  pour  solution  l'intersection  du  plan  donné 
par  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Il  est  évident  qu'en  outre  il  y  a  encore  l'intersection 
du  plan  donné  avec  le  plan  bissecteur  de  Tangle  dièdre 
formé  par  la  partie  postérieure  du  plan  horizontal  et  la 
partie  inférieure  du  plan  vertical. 


SÉRIR  HOMOGRAPHIQUB. 


Lemme.  —  Soient  a^  a^,  a^^, . . ,  «j^,  etc.,  une  série 
de  termes  telle,  que  dans  quatre  termes  consécutifs  la 
somme  des  extrêmes  surpasse  la  somme  des  moyens  de 
la  quantité  constante  n. 

Termes  généraux. 

«««==-{«—  l}(«s~fl,)-+-flt+2''-U, 

faciles  à  trouver. 

Corollaire,  p  termes  quelconques  étant  liés  par  une 
équation  linéaire,  on  calcule  facilement  les  termes  géné- 
raux, par  la  théorie  des  séries  récurrentes. 


'M 


(..5) 

Termes  sommaioires . 

Soit  la  série  a^^  a^^  a^,. ,  .^  a^^,  et  Ss„  le  terme  sooi- 
inatoire 

2 

Somme  totale  : 

/i(/i  —  i)  («s— ai)/i(aa  4-  fli)-»-  3.  4"""*^- 

Soient  Al,  a,,  as,  . . . ,  les  trois  premiers  termes  d'une 
série  telle,  que  dans  les  termes  consécutifs  le  produit  des 
extrêmes  divisé  par  le  produit  des  moyens  donne  un  quo- 
tient constant  log  A'. 

Faisons 

la  solution  énoncée  s^écrira  ainsi  ; 

X    -4-x    — jr    — X 

e  /•      /»«      A»»      ^»  =  log  * , 
d'où 

«Pi  H-  Xa  —  J?j  —  X|  =1  ^ . 

D'après  le  lemme 

j:,,  =  (/i  —  i)(jr3  — 4:,)-Hx,  4-  2—»^, 

*aiM-i  =  «  (JT»  —  X,)  H-  X,  H-  2"-'  X-, 

jr„,+,  =  «  (ar,  —  x,  )  H-  x,  4^  2"Â, 

J?«i.+»=(«  -hl)(jra— X,)  +  X,  -+-2"+'^, 

on  a 

^2H'^-\  •  Xa«4.2  -+-  " 


Xj„  — 


'1IH3 


Substituant  les  valeurs  de  x,„^,,  JPf„+t,  Xt^+s^  o»  aura  jr,, 

8. 


(1.6) 
en  fonction  de  Xj,  j?i,  ri, 


.1— >i 


Prenant  les  logarithmes,  on  a 


a»-»  ^ . 


Donnant  successivement  à  n  les  valeurs  i,  2,  3,. . .,  4i 
on  trouve  sans  difficulté  le  terme  sommatoire. 

Remarque,  —  Il  est  évident  que  cette  méthode  s'ap- 
plique à  une  relation  qui  comprend  un  multiple  quel* 
conque  de  rapports.  Le  plus  simple  est  le  produit  binaire 
autrement  dit  anharmonique. 

A  chaque  relation  correspond  une  propriété  géomé< 
trique,  correspondance  que  M.  Chasles  a  brillamment 
établie  pour  le  rapport  binaire  (*). 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  609 

(TOir  p.  81); 

Par  m.  Paul  G.  DE  SAINT-MICHEL, 
Elè¥e  de  Técole  des  Carmes  (classe  de  M.  Dardeone). 


Je  conserve  les  notations  de  Fénoncé.  Soit  maintenant 
RD  la  troisième  hauteur  du  triangle  Rt'P;  dans  le  qua- 

(*)  Nos  deux  illustres  géomètres  derraient  publier  une  nouvelle  édition 
beaucoup  raccourcie  de  ces  codes  de  la  nouvelle  géométrie ,  créations 
glorieuses  de  la  France.  Us  augmenteraient  considérablement  le  nombre 
des  lecteurs.  La  vie  de  chacun  est  aujourd'hui  tellement  absorbée,  qu'il 
faut  attacher  des  locomotives  aux  œuvres  scientifiques.  La  Theopia  motus 
eorporum  cœlcstium  ne  contient  que  227  pages  in-4  9  ^t  les  DisquisitioneSt 
«bef-d*œuvre  des  chefs-d'œuvre,  environ  5oo  pages  in-8. 


(•«7) 
drilatère  complet  RF'HF,  la  diagonale  FF'  est  partagée 
harmoniquement  par  les  deux  autres  aux  points  C  et  D  ^ 
donc  par  une  propriété  connue  des  conjuguées  harmo- 
niques, on  a 

(i)  MF>  =  MCXMD. 

SoitC  un  point  tel,  que  CD  =  DM*,  je  vais  démontrer 
que  ce  point  appartient  k  la  circonférence  HCR.  Sur  FF' 
comme  diamètre  je  décris  une  demi-circonférence  qui 
coupe  RD  en  V  ;  le  triangle  rectangle  MVD  donne 

(a)  MF»=VD'-f-MD^ 

Des  ^alités  (  i  )  et  (  3  )  on  ti  re 

MC  X  MD  =  VD«  4-  MD» 

ou 

DM(MC  — MD)  =  MDXCD  =  VD'; 

mais 

VD'  ==  DF  X  DF'  ; 
donc 

DFXDF'  =  DCXMD; 

et,  puisque  MD  =  DC', 

DFxDF'  =  DCxD(y; 

les  triangles  FHD,  PRD,  sont  semblables  comme  ayant 
les  côtés  perpendiculaires  et  donnent 

FDXDF'  =  RDXDH; 
on  a  donc 

RDXDH  =  DCXDC'; 

par  suite  le  point  G  appartient  à  la  circonférence  RUC; 


(  "8) 
on  eu  déduit 

Mr  =  MC X MC  =  MC(MD  -4-  DC  ) 
ou 

Mr  =  MCX2MD; 

et  comme  MC  X  MD  =  MF»,  -  MT«  =  a  MF', 

— .  HlPà/o   I 


MT  =:  MFv^2  = ^  =  constante. 

2 


C.   Q     F.   D. 


SOLUTION  DE  LA  OUBSTION  601 

(  voir  I.  XX ,  p.  MO  )  ; 

Pae  m.  MOGNI, 

Professeur  à  Tortone, 

Kt  m.  h.  delorme. 


Le  produit  (p  -h  '^)(p  -h^)-  >  -(p-hq)  est  divisible 
par  1 .2.3. .  .^  lorsque  p  +  i  est  premier  avec  q  et  il 
n'est  pas  divisible  dans  le  cas  contraire.  (Catalan.) 

On  sait  que  (p  -h  i)  (p  -+-  a) . . .  (/;  4-  ^y)  est  divisible 
par  I  .a. 3. .  .^,  et  que  (p  -h  a)  (p  -H  3). .  .(y^  -i-  </)  est 
divisible  par  i.2...(f  —  i).  Posons 

=  A; 

l  .7.,  »  ,q 


on  aura 


I  .âi.3. .  «9  ç 

la  division  devant  se  faire  exactement,  Â  étant  un  nombre 


(••9) 
entier  lorsque  q  est  premier  avec  (^-+-0^7  ^^î'  diviser  A  ; 
donc,  etc. 

Daus  le  cas  contraire  on  ne  saurait  rien  affirmer, 
parce  que  le  théorème  en  question  parait  en  défaut  dans 
quelques  cas,  par  exemple  : 

5.6.7.8.9 5         9.10.11    la  i3.i4  i5-i6.i7 

2.3  4'5.6         "'*  2.3.4*5.6.7.8.9.10  *   '* 

Dans  le  premier  cas  p  =  3,  p  + 1  =  4i  q^î  n'est  pre- 
mier avec  q  =  6. 

Dans  le  second  cas  p  =  y^p  -\-i  =  S^  qui  n'est  pas 
premier  avec  ç  =  10. 


TBÊeRIE  DES  DIAIÈTRES  REGTILIGNES  ET  CURVILIGNES 

D'apbès  lk  Rév.  SALMON. 


{Htgher  Plane  Curves,  page  4^-) 


\ .  Lemme.    U  =  ^{x^j)  : 

1  /  ,£/u      ,d\}y       I  /  ,dv      ,d\}y 

En  développant,  il  faut  changer   (-7-)    en    |— —  |, 

2.  L'équation  polaire  d'une  courbe  donnée  par  une 
équation  de  degré  n  en  .r,  y  s'obtient  en  remplaçant  x, 
7"  par  p  cosO,  p  sind  (pour  des   axes  rectangulaires,  ou 


(   "o  ) 
par  m,  n  [K>ur  des  axes  qae]conque5)  et  Ton  oblient 

Ap" -h  A,  p"-' -h  A,p"-»-H. .  . -H  A«  =  o; 

les  A  sont  des  fonctions  de  sin  d^  cos  69-7    est  la  somme 

des  distances  à  Torigine  de  ces  intersections  de  la  corde 

faisant  un  angle  Q  avec  Taxe  des  x;  -7  la  somme  de  ces 

A 

mêmes  dislances  prises  deux  à  deux,  etc.  (Albert  Girard) . 

3.  Soit 

U  =  a„  -H//„_i  H-  . . .  -h  «^  -t-    . .  H-  «•, 

lip  est  une  fonction  homogène  de  degré /^  en  x^y 

Si  Ton  transporte  Torigine  au  point  od^y*^  Ton  obtient 


Si  Ton  passe  aux  coordonnées  polaires,  le  coefficient  de 
1^""'  s^obtienten  substituant  cos  0,  sind,  au  lieu  de  x,  y 

dans  Ufl_t  et  dans  x  -. — h  r  -7-  • 

dx       *^    dy 

Le  coefficient  p"'*  s'obtient  en  faisant  les  mêmes  substi- 
tutions dans  Un^^. 

4.  Diamètre  du  premier  degré,  —  Étant  donnée  une 
corde  faisant  ayec  Taxe  des  x  un  angle  0,  le  lieu  du  point 
dont  la  somme  des  distances  aux  n  points  dHntersection 
est  nulle  est  donné  par  l'équation 

dun         dum 

équation  d'une  droite  (Newton). 

Diamètre  du  deuxième  degré.  —  Même  donnée^  le 


{ •"  ) 

lieu  du  poinl  dont  la  somme  des  distances  prises  deux  à 
deux  est  nulle,  est  donné  par  Téquation 

équation  d'une  conique. 

Et  de  même  pour  les  diamètres  d'un  degré  plus  élevé. 

5.  Conique  diaméirale.  —  C'est  le  lieu  des  points  mi- 
lieux dea  cordes  parallèles.  Soit  M  un  point  de  la  courbe 
et  jTi  son  ordonnée^  N  un  point  correspondant  de  la 
conique  diamétrale  et  y  son  ordonnée;  MN  distance 
du  point  de  la  conique  au  point  de  la  courbe  j'  —  y^ 
y — j^tj  etc.  On  a  par  définition 

ou  bien 

-^-^ -r^  —  (il  —  \)y  Zjr,  4-  2^,^,=  o. 

I®  Le  produit  des  deux  racines  est  ■  ,         .■ 

^  n\n — i) 

Ainsi  le  produit  des  deux  distances  de  l'origine  aux 
deux  points  de  la  conique  est  égale  à  la  moyenne  des  pro- 
duits des  distances  de  Torigine  à  la  courbe  prises  deux  à 
deux. 


a^  La  somme  des  deux  racines  est  — ^  \  la  moyenne 

n 


pour  la  courbe  est  — *  pour  un  point  de  la  conique^  et 


2  2y 

par   conséquent  — ^'  pour  les   deux  points;  les  deux 

moyennes  donnent  le  même  point  ;  donc  la  conique  et  la^ 
courbe  ont  le  même  diamètre  rectiligne. 


(    I'i2    ) 

6.  Cubique  diamétrale.  —  Même  désignation  que  ci- 
dessus  ]  ou  aura 

f/i  — i)(/i  — 2)    .  n  —  2 

— -r:: -r'^jH — —  r^:/./»-  s^.rtrs- 

On  conclut  alors  que  la  courbe  et  la  cubique  ont  le 
même  diamètre;  car  la  moyenne  pour  un  point  de  la  eu- 

bique  est  — ^  et  pour  les  trois  points  — ^» 

Centres. 

Ce  mot  est  pris  dans  une  double  acception. 

Lorsque  dans  Tëqualion  polaire  de  degré  n  les  termes 
du  degré  n  —  i  manquent,  le  pôle  peut  prendre  le  nom 
de  centre. 

Lorsque  Téquaiion  ne  contient  que  des  puissances 
paires  du  rayon  vecteur,  alors  le  pôle  est  un  centre  dans 
le  sens  le  plus  général.  Si  Téquation  eux^j  est  de  degré 
pair,  pour  que  Torigine  soit  un  centre^  dans  le  sens  géné- 
ral, Téquation  rendue  polaire  doit  avoir  la  forme 

tt»  -h  a,  -f-  «4  + . .  .  =  o  ; 

les  indices  indiquent  les  puissances  du  rayon  vecteur. 

Et  si  l'équation  en  .r,  y  est  de  degré  impair,  elle  ne 
doit  contenir  que  des  puissances  impaires  de  la  variable; 
par  conséquent  le  centre  est  sur  la  courbe,  puisque  Fé- 
qualion  est  satisfaite  par  x  =y  =  o;  rendue  à  la  forme 
polaire,  elle  sera  divisible  par  le  rayon  vecteur  et  ne 
contiendra  plus  que  des  puissances  paires  de  ce  rayon  vec- 
teur. 


(  t^3) 


NOTK  SUR  LRS  RAYONS  DE  CetRBlIRE; 

Par  m.   MANNHEIM. 


Une  transversale  passe  par  un  point  fixe  O  et  rencontre 
en  A,  A],  A|,...  des  courbes  données  (A),  (Ai),  (At)v-) 
on  prend  sur  cette  droite  un  point  M,  tel  que  Ton  ait 

À,  X|,  A|,. ..,  fx  étant  des  constantes ^  lorsque  la  transversale 
tourne  autour  du  point  O,  le  point  M  décrit  une  courbe 
(M)  et  Ton  a 

pcos'a       p,co8'a,       pscos'a,  Rcos*^ 

p  est  le  rayon  de  courbure  de  (A)  au  point  A  et  a  Tangle 
de  ce  rayon  et  de  la  transversale,  de  même  pour  |Q,  ,  a, ,. .  .^ 
et  enfin  pour  R  et  f  relativement  à  M  (*). 

Si  A,  Al,. . .  sont  tous  les  points  d'intersection  d'une 
transversale  issue  du  point  O  avec  une  même  courbe 
d'ordre  m  et  que  Ton  pose 

III  m 

d'après  le  théorème  de  Cotes,  lorsque  la  transversale 
tourne  autour  de  O,  le  point  M  décrit  une  ligne  droite  et 


{*)  M.  Manobeim  n  ayant  pas  fait  connaître  ici  comment  il  est  arrivé  à 
Il  relation  (i),  aous  inscrorons  leb  démonslrations  de  cotte  relation  qu'on 
votidni  bien  nous  envoyer.    . 


(  '»4  ) 

la  relation  (i)  devient  simplement 

,    ,  I  I  I 

(2)  —H 1 — +....  =  0. 

pcos^a        picos'a,        pscos'as 

Cette  formule  étani  indépendante  de  la  position  du  point 
O,  est  vraie  pour  une  transversale  arbitraire  qui  coupe 
luie  courbe  algébrique  d'ordre  quelconque.  On  peut  la 
déduire  d'une  belle  relation  due  à  M.  Liouville  (voir 
Journal  de  Mathématiques^  t.  VI,  p.  ^ii)> 
-  La  formule  (a)  conduit  à  des  conséquences  intéres- 
santes, parmi  lesquelles  on  peut  citer  la  suivante  : 

En  deux  points  quelconques  A,  At  d'une  courbe  quel- 
conque du  second  ordre  les  rayons  de  courbure  sont  entre 
eux  comme  les  cubes  des  tangentes  AT,  AiT,  issues  de  ces 
points  et  limitées  au  point  T  où  ces  tangentes  se  cou- 
pent (*). 

Si  Ton  n'a  que  deux  courbes  (A),  (Ai),  le  point  M 
étant  déterminé  par  la  relation 

I  I    2 

en  appliquant  la  relation  (i)  on  a 


(3) 


p COS*  a        p,  cos'  a,        R  COS'  f 


Le  point  M  est  dans  ce  cas  l'harmonique  conjugué  de  O 
par  rapport  à  A  et  Ai.  Lorsque  le  point  O  est  à  l'infini. 


(*}  M.  Peaucellier  a  retrouvé  dernièrement  ce  théorème  {Nouvelles  An- 
nales, %.  Wj  p.  4^9);  je  Tavais  aussi  rencontré  {Annales  de  Tortolini,  t.  Il, 
p.  9ia)  après  MM.  Liouville  (iourna/  de  Mathématiques»  t.  IX,  p.  35o)  et 
Umpfenfiach  (Journal  de  Crelle,  t.  XXX,  p.  96).  On  y  est  aussi  conduit 
par  la  transformation  par  polaires  réciproques  ;  la  démonstration  directe 
de  ce  théorème  est  du  reste  très-simple. 


{  i^S  ) 
les  transversales  issues  de  ce  point  sont  parallèles  entre 
elles,  la  courbe  (M)  est  alors  une  ligne  diamétrale  et  l'on 
a  toujours  la  relation  (3). 

En  combinant  les  relations  (2)^et  (3),  on  peut  arriver 
à  de  nombreuses  conséquences.  En  voici  une  : 

On  coupe  une  courbe  du  troisième  ordre  par  une  trans- 
versale A,  Al,  As,  on  prend  le  milieu  M  de  la  corde 
AA|,  ce  point  fait  partie  d'une  ligne  diamétrale  (M)  cor- 
respondant à  la  direction  ûxe  AAi  ;  si  Ton  décrit  une  co- 
nique osculatrice  à  la  courbe  donnée  en  At  et  tangente  à 
(M)  en  M,  le  rayon  de  courbure  de  cette  conique  en  M 
est  la  moitié  du  rayon  de  courbure  de  la  ligne  diamétrale 
au  même  point. 

Au  lieu  de  faire  intervenir  une  conique  osculatrice,  on 
peut,  au  moyen  de  (2)  et  de  (3),  établir  une  relation  très- 
simple  entre  le  rayon  de  courbure  de  (M)  en  M  et  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée  en  A«. 


QliBSTIONS. 


612.  On  donne  sur  le  même  plan  deux  circonférences 
O,  (y  et  un  point  fixe  P,  on  décrit  des  circonférences  pas- 
sant par  P  et  tangentes  à  O,  l'on  prend  les  axes  radi- 
caux de  ces  circonférences  etdeC;  on  demande  T  enve- 
loppe de  ces  droites.  Déterminer  directement  le  point  de 
contact  de  chaque  axe  radical  avec  cette  enveloppe. 

(Mâknheim.) 

613.  On  donne  une  conique  et  un  point  fixe  O  dans 
son  plan.  Du  point  O  on  mène  deux  droites  OA,  OB  per- 
pendiculaires entre  elles  qui  coupent  la  conique  en  A  et 


(  .5.6  ) 

B.  On  joiiil  le  poinl  Â  au  poini  B  ei  Ton  mène  en  cha* 
cun  de  ces  points  les  tangentes  AT^  BT  à  la  conique;  on 
projette  le  point  O  sur  les  trois  côtés  du  triangle  ABT, 
par  les  trois  points  ainsi  obtenus  on  fait  passer  une  cir- 
conférence. Pour  chacune  des  positions  de  Tangle  droit, 
on  obtient  ainsi  une  circonférence;  démontrer  que  toutes 
ces  circonférences  sont  tangentes  à  une  même  circonfé- 
rence. (Mahnhecm.) 

614.  Désignons  par  F  le  foyer  d^une  ellipse  donnée. 
En  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  menons  la 
tangente  MT  qui  coupe  le  petit  axe  en  T,  soit  Q  la  pro- 
jection du  point  T  sur  le  rayon  vecteur  MF;  on  demande 
le  lieu  des  points  tels  que  Q,  lorsque  M  décrit  Tellipse 
donnée.  (MANirnEiM.) 


THÉORÈME  SUR  LES  SÉRIES; 

Par  m.  h.  LAURENT, 

Elève  de  rKcole  Polytechnique  (*). 


Je  prends  la  liberté  de  vous  envoyer  la  démonstration 
d'un  théorème  assez  singulier  sur  les  séries,  théorème 
que  j'ai  trouvé  en  étudiant  les  propriétés  des  spirales.  Je 
ne  sais  si  ce  théorème  est  déjà  connu,  mais  à  coup  sûr  la 
démonstration  que  je  vais  vous  donner  ne  Test  pas.  Elle 
vous  semblera  sans  doute  singulière  et  même  pis^  mais 
je  la  donne  telle  qu'elle  s'est  présentée  à  moi. 

Considérons  une  spirale  ayant  un  point  asymptotique 


(*)  Fils  du  célèbre  chimiste  philosophe  si  prématurément  perdu  pour  la 
4>cience.  Né  h  la  Fnlic,  près  Langres,  le  i4  novembre  1807,  mort  à  Paris  le 
j5  arril  1853. 


(  ^'^7  ) 
eu  0,  supposons  que  le  rayon  vecleur  de  la  spirale  aille 

c 


en  décroissant  quand  Tangle  de  ce  rayon  avec  Taxe  OX 
croil-,  menons  une  série  de  rayons  vecteurs  OA  ,OB,  OC, . . . 
faisant  avec  Taxe  OX  des  angles  0,  a  S,  3  d, . . . ,  /td, . . .  ; 
soient  r^^r^^^  Tj,.  . . ,  r„, . . .  les  longueurs  de  ces  rayons. 
Par  un  point  O  du  plan  de  la  spirale,  menons  une  droite 
oa  égale  et  de  même  sens  OA,  par  Te  point  a  une  droite 
^ale  à  OB  et  de  même  sens  que  OB,  etc.;  nous  forme- 
rons ainsi  une  espèce  de  polygone  spiral  dont  les  côtés 
seront  asymptotiques  à  un  certain  point  II. 

En  effet,  considérons  deux  côtés  consécutifs  bc  et  cd  du 
polygone  spiral,  prolongeons  cd  d^une  longueur  dct  telle . 
que  c^=  &c;  le  cercle  passant  en  A,  c,  d'  contiendra 
dans  son  intérieur  tous  les  côtés  du  polygone  spiral  qui 
suivent  &r,  car  il  serait  circonscrit  à  ce  polygone  si  on 
lui  supposait  tous  ses  côtés  égaux  à  bi\  or  à  mesure  que 
les  côtés  du  polygone  spiral  vont  en  diminuant,  le  cercle 
qui  passe  par  les  extrémités  d'un  côté  et  le  point  obtenu 
en  prolongeant  le  côté  suivant  d'une  quantité  qui  le  rend 
q;al  au  premier,  va  aussi  en  diminuant  -,  tout  en  restant  in- 
térieur au  cercle  qui  passe  en  &,  c,  r/,  ce  cercle  finit  par  se 
Yéduire  à  son  centre  qui  sera  le  point  fl. 

U  résulte  de  là  que  les  droites  ob^  oc^  od^ . . .  tendent 
vers  une  position  limite  ofl.  Projetons  alors  le  contour 
abc, . .  g,  sur  Taxe  OX,  nous  aurons 

r,cos  0  4-  r,cos  2  G  -|-...H-r„  cos/rG  :=  og  cos  {og^  oX)^ 


(  .a8  ) 
et,  en  passant  aux  limites, 

r,  cos6-f-  /•îCOS2  0  -f-...-f-''j|C08/iô -+-..-=  oûcosÇôïi,  OX}* 

En  projetant  sur  une  droite  perpendiculaire  à  OX  on  au- 
rait trouvé 

r,  sin 0  +  r, sin  1  d4-«*-+'«sin /?0...=  oa  8iD(o£l9  QX.}» 

Ces  résultats  sont  inexacts  quand  Tangle  6  est  un  multiple 
de  ir,  car  les  cercles  dont  j'ai  parlé  ont  des  rayons  infinis. 
On  peut  donc  énoncer  ]e  théorème  suivant  : 

«$/  Ti,  Tf,  Ts, . . . ,  r„.  • .  sont  des  nombres  indéfiniment 
décroissants j  les  séries 

r,  ces  Ô  -+-  Tj ces  a  0 4- ... , 
r,  sin  9  +  r,  sin  a  0  4-  •••  9 

sont  convergentes, 

1^  Si  6  =  -9  on  retrouve  un  théorème  connu. 

2°  Si  Ton  prend  une  spirale  hyperbolique  et  si  Ton 
mène  des  rayons  vecteurs  angulairement  équidistants  le 
polygone  spiral  de  tout  à  Fheure  va  nous  fournir  les  deux 
séries  convergentes 

-sinÔ  H sm2  0+>*'  > 

0  29 

-  ces  9  H cos  2  9  -h .  . , 

9  29 


OU 


sin  9  H —  sin  2  9  +  -r  sin  39..., 
2  3 

cos  9  H —  cos  2  9  -h  ô  cos  3  9... . 
2  3 


Je  vous  avouerai,  Monsieur,  que  lorsque  j  ai  trouvé  le 


(  "9  ) 
théorème  précëdont  je  ne  le  cherchais  pas  :  la  marche  que 
j'ai  suivie  le  montre  assez  ^  ensuite  je  vous  dirai  aussi  que 
c^est  en  appliquant  la  théorie  des  imaginaires  de  M.  Mou- 
rey  et  non  en  projetant  le  polygone  spiral  que  je  suis 
arrivé.  C'est  ainsi  que  je  démontrais  la  convergence  de  la 
série 

/•,(co$9+  V —  I  sinô)  H-  r3(cos2  0  -4-  ^—  i  sinaô)  -+•.... 

Je  n^ai  pas  voulu  vous  donner  la  démonstration  telle 
que  je  Tavais  trouvée  :  les  idées  de  M.  Mourey  n*étant 
pas  goûtées  de  tout  le  monde,  j'aurais  pu  sembler  par 
trop  excentrique. 

Il  y  a  une  chose  qui  aurait  besoin,  je  crois,  d'être  éclair- 
cie.  Lorsque  Ton  a  égalité  entre  deux  séries  convergentes 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  a  ou 
entre  —  a  et  + 13,  a  et  j3  étant  positifs,  Cauchy  démontre 
dans  son  Analyse  algébrique  que  Ton  a  en  général  a»  =  &„. 
En  est-il  encore  ainsi  quand  les  deux  séries  précédentes 
ne  sont  égales  que  lorsque  x  varie  de  +a  à  +|3?  Ceci 
revient  à  démontrer  que  si  une  série  telle  que 

est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
deux  nombres  positifs  a  et /3,  elle  est  identiquement  nulle, 
c'est-à-dire  qi\e  Ao  =  o,  Ai  =  o-, . . . ,  A„  =  o.  Ces  ques- 
tions me  semblent  d'une  haute  importance. 


Ann.  de  Mûtkémat.yT^  sérit,  t.  I^i".  (Avril  186a). 


*    <     u.  m  * 


(  '30) 


Monsieur, 

Dans  une  Note  insérée  page  435  du  numéro  de  No- 
vembre de  votre  Journal,  je  lis  : 

<(  3^  La  formule  Lemonnier  (p.  197)  se  trouve  dans  le 
»"  Traité  des  Différences  de  Lacroix.  » 

Je  suis  étonné  de  cette  rectification,  car  rien,  il  me 
semble,  ne  pouvait  y  donner  lieu  dans  Farticle  que  je 
vous  ai  adressé  en  Mars  dernier  et  que  vous  avez  bien 
voulu  insérer  dans  le  Cahier  du  mois  de  Mai,  p.  197  et 
suivantes. 

Il  y  a  d.ans  cet  article  deux  formules  distinctes.  Je  ne 
me  suis  nullemeut  attribué  Tinvention  de  la  première, 
puisque  je  commence  par  dire  : 

(c  Dans  le  grand  ouvrage  de  Lacroix,  t.  m,  §  940, 
»  p.  73,  se  trouve  pour  le  calcul  de  ^Uo  !&  formule 

^«,=2[(i-hA)*--i]«a, 

1  ^ 

»  z  étant  le  rapport  j>  » 

Je  n'ai  eu  là  pour  objet,  et  je  le  dis,  que  d*en  présenter 
une  démonstration  qui  fût  à  la  portée  des  élèves  de  Ma- 
thématiques spéciales. 

H.  Lemonkier, 

Professour  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  de  Lyon. 


(  '3i  ) 


SOLUTION  ÉLÉMENTAIRE  DUNE  QUESTION  DE  PROBABILITÉS; 

Par  m.  R.  BLAZEJARSKI. 


Si  Ton  a  des  nombres  A],  A,,  Ag,. . .  (par  exemple,  les 
cbiffres  des  tables  de  mortalité)  déduits  d^un  nombre  très- 
grand  d'observations,  et  si  Ton  répète  les  mêmes  observa- 
tions sur  an  nombre  pins  limité  de  faits  (par  exemple, 
les  chiffires  Ith'lfi"*^  de  déAints  d'une  compagnie  d'assu- 
rance), on.attétid  avec  probabilités P,,  Pi,.*-  <{ue  ces  nom- 
bres 3€!ront  Li  H-V|,  Lt +  /«,.*  .^  aux  écarts  /i,  /t,. . . 
Trouifer  la  prôbabUiié  que  la  somme  L,  -f-  Lj  -f-  L|-h. .. 
aura  un  écart  L 

Pour  simplifier,  prenons  deux  valeurs  seulement  Li,  Li. 

Les   probabilités  des    écarts    /],     /|  sont  -^  ^       dxx^ 
-=  e      ditt,  où  wCi  =-7^7  OTt  =  7^  (Al,    Al   ce  sont    les 

yir  A,  A, 

modules  de   convergence).  Trouver  la  probabilité   que 
/j+Zf  aura  la  valeur  /,  c'est-à-dire 

(1)  A,Xi  +  AjX,  =  /. 

Celte  probabilité  sera  la  somme 


s 


yir  yw 


avec  la  condition  que  tous  les  groupes  de  valeurs  x^^  x^ 
doivent  satisfaire  l'équation  (i).  Pour  cela,  si  Ton  prend 
pourXi  des  valeurs  arbitraires  depuis  — 00  jusqu'à  -H  00  , 

pour  Xf  on  doit  prendre  la  valeur r~~"''  et  la  somme 

9- 


sera 


(2) 


(  '3^) 


H 


•Ji 


.-'-c-^y. 


00 


dxi 


-U 


oc 


I 


Pour  obtenir  la  valeur  de  At^t,  remarquons  que  OTf 
et  Xt  sont  indépendants  Fun  de  l'autre  (comme  dans  le» 
compagnies  d'assurance  le  nombre  de  défunts  d*un  âge 
quelconque  est  indépendant  du  nombre  d*un  autre  âge), 
alors  Xt  peut  changer  et  X|  rester  invariable  et  on  tire  de 
l'équation  (i) 

et  la  probabilité  de  la  valeur  /sera 

v^  Vaî.+  a; 

ou,sil'onpose/=xVA| -H  AJ  (^AJ  +  A|)  — module  de 
convergence, 


(3) 


I         x' 

-=tf       dx. 


yi 


Si  l'on  a  un  troisième  nombre  L«,  dont  l'écart  est  4^ 
alors  on  cherchera  la  probabilité  de  la  valeur  V  de 


«VA?  ■+•  Aj  -^  AsJCj  =  t^  etc. 


• 


•  •  ♦  _•. 


(  ^33) 


RiSOLlITlON  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
POUR  L'ADMISSION  A  L'fiCOLE  NORMALE  EN  1861  (p.  26); 

pae  mm.  g.  bartet  et  h.  lébasteur, 

Elèves  du  lycée  Napoléon  (classe  de  M.  Vacquant). 


Nous  traitons  le  problème  dans  le  cas  de  Tellipse,  en 
prenant  les  deux  axes  de  la  courbe  pour  axes  coordon- 
nés. 

Soient  a  et  |3  les  coordonnées  du  point  P,  (Xi^yt)  étant 
le  pôle  de  l'une  quelconque  des  sécantes  passant  par  P. 
Nous  avons 

(3)  jr-^.=:f_£i(;r-X.). 

Éliminant  Xi  jy^  on  obtient 

transportant  Torigine  au  point  P  (a,  |3),  on  a 

donc  le  lieu  ne  dépend  que  de  la  quantité  c,  distance  des 
deux  foyerS)  ce  qui  démontre  la  deuxième  partie  de  l'é- 
noncé. 

Tangentes  enV.  —  La  courbe  passe  évidemment  en 


{  '34) 

P,  origine  des  coordonnées.  Cherchons  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  en  ce  point.  A  cet  cfTet  nous  posons 
yz=itxei  nous  ferons  tendre  x  et  ^  vers  o.  Nous  aurons 

t'-i ^ r  — 1  =  0; 

d'où  ce  résultat,  que  les  tangentes  en  P  sont  rectangu- 
laires; donc  le  point  P  est  un  point  double. 

III'  Question  (p.  26). —  La  courbe  cherchée  est  évi- 
demment la  courbe  enveloppe  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  pôle  sur  la  polaire. 

Eliminant  j^i  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  a 

ac^x]  —  fl'  X,  (  c^  -h  p^*  -h  a x)  -4-  û*  x  =  o. 

Dérivant  par  rapport  à  Xi ,  on  a 

a^  (c^  -j-  p j  -f-  ax) 
Xt  = ; > 

d*où  Téquation  du  lieu 

(c'  -h  p J  H-  ax)'  =  4ac''.r, 

équation  d'une  parabole  tangente  aux  deux  axes  â  des 
distances 

a  p 

Cl  dont  la  direction  de  l'axe  est 

et  la  droite  OP  est  évidemment  la  directrice.  Donc  les 
tangentes  à  la  parabole  du  point  P  sont  rectangulaires, 
et  comme  il  est  aisé  d'avoir  le  foyer  F,  on  peut  construire 
géométriquement  ces  tangentes. 


{  '35  ) 
Les  tangentes  au  Heu  passant  par  le  point  P  sont  rec- 


FiG.    I 


tangulaires,  les  tangentes  à  la  parabole  passant  par  le 
même  point  le  sont  aussi  ^  quelle  relation  existe*t-il  entre 
la  direction  de  ces  deux  systèmes  de  tangentes? 

Nous  remarquons  que  la  courbe  trouvée  n'est  autre 
chose  que  la  podaire  de  la  parabole,  le  point  P  étant  le 
point  fixe-,  il  en  résulte  que  les  tangentes  à  la  courbe  au 
point  P  sont  perpendiculaires  aux  tangentes  à  la  parabole 
issues  du  même  point  (Géométrie  analytique  de  M.  Briot, 
article  Limaçon  de  Pascal),  et  comme  ces  dernières  sont 
rectangulaires,  elles  coïncident  avec  elles. 

Ainsi  les  tangentes  en  P  à  la  courbe  sont  rectangu- 
laires, fait  que  le  calcul  nous  avait  donné. 

Points  remarquables.  —  La  courbe  passe  par  les 
foyers,  ce  qui  est  évident  d'après  Téquation,  et  ce  que 
Ton  peut  apercevoir  géométriquement,  car  si  Ton  mène 
les  sécantes  passant  par  les  foyers,  les  pôles  sont  sur  les 
directrices^  donc  ils  se  projettent  aux  foyers. 

La  courbe  passe  évidemment  par  les  points  de  contact 
des  tangentes  à  la  conique  issues  du  point  P. 

L'équation  rend  aussi  évident  que  la  courbe  passe  par 
les  points  où  les  nouveaux  axes  coupent  les  anciens. 

Bien  que  Fénoncé  ne  comporte  pas  la  construction  du 
lieu,  elle  ne  serait  pas  difficile  à  effectuer  en  prenant  Té- 


(  -36) 


qaation  polaire 


d^sin  2  (y  —  w)  —  c'sin'aw 

"  2ds\a{f  —  w) 

det<f  étanl  les  coordonnées  polaires  du  point  P. 

On  peut  aussi  pour  construire  la  courbe  chercher  les 
points  où  elle  est  coupée  par  une  droite  tournant  autour 
de  P,  j"  =  mx»  Les  abscisses  des  points  d^intersection  se- 
ront données  par  x'  =  o,  et 

"'"  (i-hm>)(a//i  — p)  ' 

ce  qui  montre  qu'une  sécante  menée  par  P  coupe  ton* 
jours  la  courbe  en  trois  points,  deux  confondus  en  P  et 
le  troisième  ayant  pour  abscisses  la  valeur  écrite  ci-de- 
vant. 

Il  est  à  remarquer  que  lorsque  le  point  P  est  sur  Tun 

FiG.    3. 


des  axes  de  la  conique,  le  lieu  se  compose  d'un  cercle  et 
d'une  droite. 

La  parabole  se  réduit  ali>rs  à  une  droite. 

Enfin  lorsque  la  conique  donnée  est  un  cercle,  le  lieu 


(>37) 

est  aussi  un  cercle  et  une  droite,  et  en  effet  dans  ce  cas  le 

lieu  n*estque  celui  des  milieux  des  sécantes  menées  par 

un  point  fixe  dans  un  cercle. 

Dans  ce  cas  la  discussion  de  réquation  montre  que: 
La  portion  de  branche  F'  R'^  devient  la  portion  de 

droite  OR' 5 

La  branche  PRi  devient  la  portion  de  droite  PR^ 
L'arc  de  courbe  FF  devient  la  portion  de  droite  OP; 
Et  l'arc  F'BPAF  la   circonférence   décrite  sur  OP 

comme  diamètre. 


SKGONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  569 

(voir  t.  XX,  p.  Sol)  ; 

Par  m.  N^DAL, 

Professeur  à  l'Ecole  de  Sorèze. 


Énoncé.  —  ABD  est  un  triangle  rectangle  en  B  ;  sur 
AB  comme  diamètre,  une  circonférence  décrite  ren- 
contre AD  en  E.  Si  AE  =  BD,  alors  AE  est  égal  au  qua- 
drant de  la  circonférence  à  un  millième  de  rayon  près. 

(A. -S.  Herschell.) 

Solution.  —  Je  vais  prouver  que  ce  théorème  n'est  pas 
vrai,  mais  qu'il  le  devient,  si  a  la  limite  d'erreur  i  mH- 
lième  on  substitue  la  limite  2  millièmes, 

AB 
Je  prends  le  rayon  —  pour  unité  de  longueur  ^  l'angle 

BEA  inscrit  dans  un  demi-cercle  est  droit,  donc 


BD  =  ADxED 


ou  bien 


•3 


AE  =  AD  X  ED, 


(  «38) 
et,  par  suiie,  AE  est  le  plus  grand  segment  de  ÂD  divisée 
en  moyenne  et  extrême  partie. 
Il  résulte  de  là 

-1  +  ^ 


AE  ainsi  que  BD=:ADx 


Or 


donc 


ad'  =  abVbd' 


X5=4-f-^(6-.2s/5) 


et 


AD  =  -=^ 


V2(— i  +  v/s) 


d'où 


AE 


Le  calcul  de  AE  donne  1,5723  à  0,0001  près  par  dé- 
faut. D'ailleurs  -  =  1 95707  à  0,0001  par  défaut.  Donc 


AE>i,57a>  1,571  >- 


et 


AE ">o,ooi. 

2 

Ainsi  AE  n*égale  pas  le  quadrant  a  i  millième  près  du 
rayon. 
Mais  on  a 

i>5f;24>AE>^>  1,5707. 

Donc  A E ^<[o,ooi7  et  à   fortiori  <^o,oo2,  ce  qui 

prouve  que  AE  égale  le  quadrant  à  2  millièmes  près  du 
ravon. 


(  '39) 


■       i,.,,-,^,,,,       n»^ 


SOLUTION  DIS  QUESTIONS  Mi  ET  587 

(TOir  tome  XX,  pa««  we  M  i9T)  ; 
Par  m.  NâDAL. 


Question  586. 

La  solution  de  ce  problème  se  trouve  dans  les  Elé^ 
ments  de  Géométrie  descriptis^e^  par  MM.  Gcrono  et 
Cassanac,  p.  ia3. 

Question  587. 

Solution.  —  Soit  MN  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux 
droites  ÂB  et  CD  et  fait  avec  elles  des  angles  égaux.  Par 
un  point  I  de  AB  je  mène  lE  parallèle  à  CD  et  IK  paral- 
lèle à  MN.  La  droite  IK  forme  des  angles  égaux  avec  IB 
et  avec  lE;  donc  elle  est  située  dans  le  plan  KIH  mené 
perpendiculairement  au  plan  de  Tangle  BIE  suivant  la 
bissectrice  IH  de  cet  angle.  Donc  la  droite  MN  étant  pa- 
rallèle au  plan  KIH  et  s*appuyant  constamment  sur  AB 
et  sur  CD,  engendrera  un  paraboloïde  hyperbolique. 


MtTB  SUR  LBS  SOLUTIONS  SINGULIÈRES  EN  MEGANIOUB; 

Par  m.  FINCK, 

Professeur  au  lycée  de  Strasbourg. 


C'est  une  remarque  faite  depuis  longtemps^  que  dans 
les  problèmes  de  mécanique  les  solutions  singulières  des 
équations  différentielles  peuvent  être  significatives.  Je  me 
propose  de  faire  ressortir  ici  quelques  questions  qui  pré- 
sentent cela  de  rommun,  que  dans  certains  cas  partiru^ 


(  '40) 

liers  riotégrale  générale  devient  absurde  (^),  tandis  que 
la  solution  singulière  est  possible  et  résout  la  question. 
Le  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  une 
sphère,  autrement  dît  le  mouvement  du  pendule  à  oscil- 
lations coniques  conduit  i  l'équation 


ê=±\/-«'-*«'+ 


a  est  le  rayon  de  la  sphère  ; 

g  la  gravité  ; 

z  la  distance  du  mobile  au  plan  horizontal  mené  par 
le  centre  de  la  sphère,  z  positif  est  dirigé  de  haut  en  bas  ; 

2gk  la  constante  introduite  par  l'intégration  relative 
i  la  force  vive,  cest-à-dîre  que  fkgk^u]  —  ^gT^oî  «'«î 
z^  valeurs  initiales  de  i^  et  js  ; 

cdt  est  la  valeur  constante  de  xdjr  — jrdx. 

Je  pose 


c* 


Cette  fonction  a  des  racines  égales  ou  non.  Si  les  trois 
racines  étaient  égales,  elles  seraient  négatives,  car 

•^("•^)  =  T^      *^     /(-QO)=-QO. 

Or  cela  ne  se  peut  pas,  vu  que  du  premier  au  troisième 
terme  il  y  a  une  variation. 

S'il  y  a  deux  racines  égales,  elles  sont  positives,  car  les 
trois  racines  ne  sauraient  être  négatives,  et  si  elles  sont 
réelles  toutes,  comme  il  y  a  une  variation  au  moins^  il  y 
aurait  une  racine  positive^  donc  entre  — a  et  -—  oo  il 
n'y  en  a  qu'une  de  négative. 

* 

(")  Absurde,  non,  mais  seulement  analytiquement  vrai  et  non  physique* 
ment  exécutable,  comme  cela  arrive  encore  pour  d'autres  problèmes.  Th. 


(  >4i  ) 

Soit  a  la  racine  positive  double,  —  (3  la  racine  néga- 
tive; il  vient 

Tintégrale  générale  de  cette  équation  ne  donne  que  des 
valeurs  imaginaires  de  t  pour  des  valeurs  réelles  de  Zy 
sauf  exception. 
Car  en  posant, 

a,  4-  p  =  u\ 
on  en  tire 

1    ,    y —  I ^du 

Soit 
de  là 

«  7        ("  —  7)  («•-*■  7)' 

Uo  valeur  initiale  de  u. 
Ensuite 

(ii-4-7)(^--7)^^,,7ii^^i:7,i„,\^ 
(«  — 7)(«*-+-7)  «  « 


u  n'est  réel  que  si  \2g  •  -  est  un  multiple  de  ir,  ce  qui 


A- 
a 

donne 

a'  =  7*  =  a  -H  p,     s  =  a. 


dz 
Du  reste  Téquation  (i)  montre  que  -j-  n'est  réel  que  si 

x=ra;  d'où 

—  ==o. 
dt 

Ot  z  =  te  forme  une  solution  ou  intégrale  singulière, 
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et  puisque  z  est  constant,  il  est  =  Zq.  La  vitesse  dont  le 
carré  =  2gz  -h'igk  est  aussi  constante,  et  le  pendule  dé- 
crit d^un  mouvement  uniforme  un  cône  droit.  Si  Ton 
met  pour  les  constantes  leurs  valeurs  en  fonction  de  i^o  y 
^0,  etc.,  on  trouve  que  pour  Tégalité  de  deux  des  racines 
defz  =  o,  il  faut  et  il  sufSt  que  le  poids  du  mobile  et  la 
force  centripète  initiale  aient  leur  résultante  dirigée  sur 
le  centre  de  la  sphère,  ce  à  quoi  on  pouvait  s'attendre. 
Ce  second  exemple  est  tiré  de  la  théorie  des  forces  cen- 

traies.  La  force  attractive  étant  —»  r  le  rayon  vecteur,  B 

l'angle  -  =  z,  on  sait  qu'on  a 

cdz 

si  les  racines  du  dénominateur  sont  égales,  on  a 

dB  V—  I  = ■) 

f* 
cz  —  — 

e 


d'où 


9-9.)^-,=log^ 


et 


=  CCS  (ô  —  ©o)  H-  v/  —  I . sin  (0  —  0,). 


Cette  équation  ne  représente  donc  pas  le  mouvement,  qui 
est  donné  par  Tintégrale  singulière 


u        r/0 

2  =  ^,     -7-  =  o. 
r*        dz 


L'orbite  est  un  cercle  décrit  d'un  mouvement  uniforme, 
et  la  force  attractive  initiale  est  égale  à  la  force  ccntri- 


(  «43  ) 
pèle.  Le  mouvement  circulaire  n'est  d'ailleurs  pas  non 
plus  compris  dans  le  cas  général  du  mouvement  sur  la 
section  conique. 

La  condition  des  racines  égales  donne 

fi*  -h  c'  c'  =  o, 


ou 

r« 
v^  vitesse  initiale,  r^  rayon  vecteur  initial; 

o(  angle  que  fait  r^  avec  la  direction  de  u^.  Par  conséquent 
notre  condition  devient  (je  supprime  Tindice  o  pour  sim- 
plifier) 

^»  +  U»  -.  îi^  I  r'  P*  sin»a  =  o 

ou 

ft'  —  2|*/v*sin*a-|-r*«^sin'a  =  o; 

ajoutant  et  retranchant, 

(p  —  rv* sin'  a )*  H-  r* f^  sin'  a  cos'a  =  o, 
ce  qui  exige  que 

pt  —  /v*sin*a  =  o     et     sin'aoos^a=ro. 

On  ne  peut  supposer 

sin*a  =  o; 
il  en  résulterait 

donc 

cos'a  =  o; 

d*où 

sin'a  =  i     et     114  =  A»', 
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puis 

7'""  r' 

Donc  en  effet  la  force  attractive  initiale  est  égale  à  la 
force  centripète  et  la  vitesse  u^  proportionnelle  a  r^. 

On  reconnaît  d'ailleurs  facilement  que  les  solutions  de 
ces  cas  particuliers  sont  des  intégrales  singulières. 

Je  prends  pour  troisième  exemple  la  toupie.  J'ai 
prouvé  que  sdus  certaines  conditions  la  toupie  ne  tombe 
pas,  et  que  sa  pointe  décrit  une  courbe  renfermée  entre 
deux  cercles,  courbe  composée  en  général  d'une  infinité 
de  branches  égales  {voir  t.  IX,  p.  3io)  (*). 

Mais  ceci  n'a  lieu  que  si  le  numérateur  de  —  qui 

=  2g  (Ç  —  y)  [Ç*  —  /5'  —  A  (Ç  —  y)],  n'a  pas  de  racines 
égales.  Le  trinôme  du  second  degré  ci -dessus  n^a  ses  ra- 


{*)  Les  deux  propriétés  de  cette  courbe,  savoir  d^ètre  normale  au  cercle 
intérieur  et  tangente  au  cercle  extérieur,  peuvent  s'établir  plus  simple- 
ment que  je  ne  l'ai  fait  dans  Tartide  cité.  D*après  les  notations  qui  y  ont 
été  employées,  ^  éuut  égal  à  Tangle  que  le  rayon  vecteur  de  la  pointe 
décrit,  on  a 

Chaque  fois  que  la  pointe  est  sur  le  cercle  intérieur,  on  a 

ç  =  <r,    d'où    ^=0î 

par  conséquent  durant  dt,  le  rayon  vecteur  reste  immobile,  la  pointe  se 

meut  sur  ce  rayon  OA,  et  celui-ci  est  tangent  à  la  trajectoire.  Quant  à  la 

circonférence  extérieure,  soit,  en  général,  SO  =  p,  la  tangente  de  Tindi* 

pdttt  « 

oaison  de  la  tangeple  sur  le  rayon  vecteur  p  est  ^-j-^i  ou,  vu  que  p  =  /9sin  6, 

sin  0  d\ù 

r-7^*  Mais  en  B,  où  C  a  son  minimum  et  6  son  maximum,  if  ^  est  nul,  • 

COB$d6 

et  le  minimum  de  Ç  étant  <  y,  d^  n'est  pas  nul.  Donc  ^~  y  est  infini, et 

dp 

la  tangente  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  OB. 


(  «45) 
ciaes  égales  que  si^  =  |3,A=i::a|3^  sauf  ce  cas,  deux  ra- 
cines ne  peuvent  êlre  égales  entre  elles  que  si  elles  les  ont 
à  7  j  ainsi  il  faut  que  y'  —  j3'  =  o  ou  j3  =  y,  c'est-à-dire 
qu'à  rorigine  du  mouvement  l'axe  de  la  toupie  soit  verti- 
cal, ce  qui  donne 


Cette  équation  admet  l'intégrale  singidiëre 

qui  seule  résout  la  question. 
En*  effet  il  y  a  trois  cas  : 
1®  X  }>  2|3.  Je  désigne  par  Z  une  des  valeurs  que  prend 

^  ^  —  depuis  f^  jusqu'à   f,   en   supposant  que  Ç 
puisse  varier^  on  aura 

Soit  posé 

li'  sera  >  o,  car  ^  ne  surpasse  point  j3  et  X  >  a^.  La  dif- 
férentielle devient 

et  a  pour  int^rale  indéfinie 

I  ,       u f 

-log— -— H-c; 

d'où 

Car  pour  Ç  =  |3,  u*  est  i  —  a j3  =  h'.  Donc,  etc. 

ilnn    de  Mathémat.^  2«  série,  t.  \^',  (  Avril  i86q.)  lO 


(  i46) 
a"  X  =  a/3.  La  différentielle  devient 


(Ç-P)' 

et 

Pintégrale 

3°  ^<«P 

entre  &  et  ^  est  encore 
.  On  fera 

infinie. 

Ç-hP-^~w%     ap- 

->  =  .% 

et 

la  différentielle  est  encore 

idu 

«»  — f» 

Donc  dans  aucun  cas  Tintégrale  générale  ne  oonvient. 
Il  y  aurait  une  généralité  à  déduire  de  U. 


SUR  LA  STABILITÉ  DU  MOUVEMENT  DE  ROTATION 

d*u  corps  aitoor  d*ii  aie  principal  ; 

Par  m.  FINCK. 


On  peut  donner  à  cette  question  plus  de  précision  de 
la  manière  suivante  :  Avec  les  notations  ordinaires,  Té- 
quation  du  cône  que  décrit  Taxe  instantané  dans  le 
corps  est,  par  rapport  aux  axes  principaux, 

(i)     A(A/i-^')xî-|-B(BA  — A-'jj-î -h  C  (€*  —  /•*)«;  =  0. 

Les  valeurs  initiales  dep,  </,  r  étant  p^^  q^^  r^,,  on  a 

iAA  —  /•»  =  (A  — B)B^;4-(A  -  C)Cr\, 
BA-.A'  =  (B-A)A,>î-h(B-C)Cr;, 
CA  — ^>  =  (C-B)B^;4"(C  — A)A/?;. 

Je  suppose  un  corps  tournant  autour  de  Ox^  (O  dé-, 
signe  le  point  fixe);  je  lui  applique  un  couple  d'impul- 
sion très-petit,  p  subira  un  changement  très-petit;  ^,  r 


(  «47  ) 
qiii  étaient  nulles,  prendront  de  petites  valeurs  ;  je  de- 
signe  par  p^^  g^y  r^  les  valeurs  de  p^  q^  r  initiales  pour  ce 
nouvel  ëtat.  D'ailleurs  je  suppose  A  >  B  >  C;  il  s'ensuit 
que  A  A  —  A'  ]>  o  ;  BA  —  A*  peut  être  supposé  <^  o,  car 
ri  étant  très-petit,  tandis  que  p]  ne  Test  pas,  on  peut 
admettre  que  {A  —  B)  Ap]  >(B  —  C)  Cr]  ;  il  suffit  de 
de- donner  pour  cela  au  couple  perturbateur  une  valeur 
convenable.  Le  cône  elliptique  (i)  est  donc  décrit  autour 
de  0X|  ;  les  angles  au  centre  de  ses  sections  principales 
étant  nommés  a.  et  |3,  on  a 

,.„.„„ _A(AA-*')_  A    (A-B)By;-H(A-C)C/-; 
^  B{/t»  — BA)'"B    (A  — B)A;?;  — (B-C)Crî 

tonir»B  =  ^     (A~B)By;  +  (A~C)Cr; 
^P       C*(A-C)A/7;-f-(B-C)Cr; 

On  peut  supposer  q^ ,  r^  assez  petits  par  rapport  à  /7q 
pour  que  ces  angles  soient  aussi  petits  qu'on  veut.  Le 
mouvement  est  donc  stable  autour  de  Oxi  ;  de  même  au- 
tour de  Ozi*. 

Mais  si  le  corps  tourne  autour  de  Ori  et  qu'il  sur- 
vienne une  perturbation  qui  rende  BA  —  A:*^o,  Taxe 
instantané  décrira  le  cône  (i)  <{ui  enveloppe  Taxe  z^  ou 
Taxe  Xi .  Le  mouvement  autour  de  Oji  n'est  donc  pas 
stable,  sauf  le  cas  particulier  où  B  A  —  k*  =  o. 

Dans  le  cas  où  A  =  B,  le  cône  (i)  est  de  révolution  au- 
tour de  0^1.  Le  mouvement  est  stable  autour  de  Ozt  ^  il 
ne  Test  pas  autour  de  O  jTi  .  Car  si  le  corps  tourne  autour  de 
Oz,  ou  de  OX|,  une  perturbation  quelconque  fera  décrire 
à  Taxe  instantané  le  cône  (i)  dont  l'angle  au  centre  a  pour 

tangente  — ===»  de  sorte  que  si  p^^  q^  sont  petits  par 

rapport  à  r^,  cet  angle  est  très -petit.  Dans  aucun  ras 
Taxe  instantané  ne  restera  très-rapproché  de  Ox^. 


lO. 


(  148) 


BBLATIONS  DANS  LES  CONIQUES  PLANES  PAR  GAUSS, 
GouUBte  de  Gaiss  el  Problèae  de  Kepler. 


ELLIPSE. 

Equation  polaire,  foyer,  pôle. 

Notations. 

rz=z  rayon  vecteur. 

\f  =  angle  du  rayon  vecteur  avec  la  partie  du  grand 
axe  compris  entre  le  foyer  et  le  sommet  voisin  et  corapté 
depuis  cette  partie;  i^=;o  rayon  vecteur  minimum; 
\f  =  i8o^  rayon  vecteur  maximum,  i^  compris  entre  i8o° 
et  36o^  donne  la  seconde  moitié  de  Tellipse,  courbe  fer- 
mée. 

a  =  demi  grand  axe  de  Fellipse. 

cp  =  angle  formé  par  le  rayon  vecteur  passant  par  le 
petit  axe  et  le  rayon  vecteur  qui  passe  par  son  extrémité  ; 

rayon  vecteur  égal  à  a  =  sincp  =  -;  i  =  demi  petit  axe. 

p  =  demi-paramètre. 

e  =  nombre  donné  ;  lorsque  e  =  ^a'  —  a/7 ,  e  est  la 
distance  du  centre  à  un  foyer,  dite  V excentricité. 

E  =  angle  dont  le  cosinus  est  égal  à =  anomalie 

^  ae 

excentrique. 

Relations, 
I.  /7=:acos'f. 

IL  f= ^ 

i-Hecos«» 


{  «49) 

m.  r  =  a(i  —  tf cos E). 


IV.  cosE  = 


I  -H  e  cosc 


V.  sin-E=i/i(i  — cosE)  =  sin-pi/— î — 

.     I         /ri  i  —  ^)         .     I         /        r 

VI.  cos-E=i/-(n-cosE)=cos-Pi/— Î-Itl_ 

=  cos- 1'  i  /  -i =  cos  -  f»  i  / 

2     V         P  ^     y  a  [ï  —  e) 

Vil.  tang  -  E  =  tang  -  u  lang  (45"  —  -  y  ) 

I         /i  —  éf 
=  Ung-pi/ . 

2    V  n-^ 


VIII.  siD  E  = î  = . 

p  acosff 


IX.  rcos<'  =  a(cosE  —  e) 

=  2«c65(iE  +  iç+45o)cos(^E--^y-45») 

X.  sin-  (c  — E)  znsin-fsinf  i/-=sin-  ©sinF,  t/-. 
XL  sin-(<'H-E)  =  cos-  y  sinp  i /-=  sin  -  ipsinE  \/-* 
Demi  peut  axe  =  a coscp  :=  — ^  =  ^ap. 


^     ^'P     _ 
centricîté  =  distance  moyenne. 


Distance  du  centre  au  foyer  ==  — ^^  =,  ae\  e  est  Tex 

•'  1  —  e' 


(  >5o) 


HYPERBOLE. 


^  =  angle  dont  le  cosinus  égale  — 

Pendant  que  i^  croît  entre  les  limites  —  (180  —  ^), 
(180  —  ^)^  rapprochant  de  ces  limites  croit  indéfini- 
ment, et  atteignant  ces  limites,  r  devient  infini,  ce  qui 
indique  qu^une  droite  faisant  avec  Taxe  focal  un  angle 
supérieur  ou  inférieur  à  180°  —  ^  ne  coupe  pas  l'hyper- 
bole. La  courbe  est  formée  de  deux  branches  séparées  par 
un  espace  vide. 

Ces  valeurs  exclues,  les  valeurs  de  r  comprises  entre 
1 80^  —  ^  et  180^  -f-  ^  donnent  des  valeurs  négatives  pour 
r",  qui  indique  que  le  rayon  vecteur  coupe  une  hyper- 
bole et  par  Tautre 


I  -h  ecosr' 


faisant  successivement  ^ 

ç  =  o,     y  =  180®, 

on  trouve  les  rayons  vecteurs   minima  dans  les  deux 
branches,  et  le  demi -axe  focal  = :• 

I  —  ir 

Eclations. 
(f  et  E  deviennent  imaginaires. 

« 

Notations. 
=  u, 

ces  -  (t'  -h  4*) 

'^  angle  dont  le  cosinus  =  -  :  faisons  a^=.-^h^h  étant 
positif. 


(  '5.  ) 

PARABOLE. 

EquatioD  polaire,  le  foyer  étant  le  pôle, 

I  —  cosc 
cette  équation  suffit. 
Gauss  ne  donne  pas  cette  équation 


^^/>[2(«^-0]^ 


2tf 

analogue  à  l'anomalie  moyenne  dans  Tellipse. 

Belations. 
l.  b  =  pcoV^. 

II.  r= — ^ — = e^ 

2cos-(p  —  y) ces-  («'-h y) 


.  lang^F5=taiigipY/i-pi==:Ungic»taiigi^^ 


m 

U  —  I 


u  -h  I 


I  -h  lang  -  F 


IV.  u  = —  =  taog  Us^'-h  -  F  j 


I  —  tang  -  F 


cosF       2  \         uj 


I  +  COS^I'  COSP 


2  COS  -  («»  —  >|*)  COS  "  {v-i-^} 

ï  2 


1  •+-  tf  COSP 


VI.  «n  -î.  P  v^  =  sin  i  F  t  A ^ r, 

2  a      V  (*—  ijcosF 


=  sinity 


e  -f-  COS  i' 
COS  F 


(  t5.  ) 

VII.  cos  -  P  v/r  =  cos  -  F  i —, =;• 

2      '  2        y    (l  -h  ffjCOsF 

Vin.  rsinp  =  /?  cot>|»  tangF  =  -  6  tang^»  (a j  • 

IX.  rcosi'=6(i  —  C08F)  =  -6(2tf — u ). 

Le  calcul  difTérentiel  donne 

J  r»rfp  =  b^  tang^^  [^  ^  («  "»-  ^)] 

et  intégrant 

h^  tang^f  I  -^[a )  |  —  log«=^  ^, 

Le  logarithme  est  hyperboliqae. 

XI.    -  1  I  —  IOg«  =  —r- 

tang^/sinp  a^        ^^ 

XII.  N  == =^ ■ 

2  cos- (p -h  4*) cos- (p  —  >|/)  cos-(p-h4') 


CONSTANTE    DE    GADS3. 


Cette  constante  est  relative  aux  lois  de  Kepler. 

Supposons  une  seule  planète  soumise  à  l'attraction  du 
Soleil,  et  par  conséquent  elle  décrira  une  conique  autour 
du  Soleil  placé  au  foyer  de  la  conique,  et  son  mouvement 


(  .53  ) 

ne  subira  aucune  perturbation,  puisqu'il  n'existe  pas  de 
corps  perturbant. 

Notations. 
t  =  le  temps. 

-g  =  aîre  du  secteur  décrit  par  le  rayon  vecteur  pen- 

dant  le  temps  t. 
p  =  paramètre. 
fft=  masse  de  la  planète,  celle  du  Soleil  prise  pour 

uoité;  l'expression  —     ^  est  constante  pour  toutes 

les  planètes  de  notre  système,  chacune  prise  isolément. 
Représentons  cette  constante  par  A:,  on  a 

1^  Soit,  pour  la  même  planète  et  un  temps  t\  Taire 
correspondante  égale  ^'^  /?  et  fJL  ne  changent  pas;  donc 

7-7' 

c'est-à-dire  les  aires  décrites  sont  proportionnelles  au 
temps  (  loi  de  Kepler  ) . 

a®  Pour  deux  planètes  différentes,  dans  des  temps 
^aux,  les  carrés  des  g  sont  proportionnels  aux  para- 
mètres multipliés  par  la  somme  de  la  masse  du  Soleil  et 
de  la  masse  de  la  planète  (loi  de  Kepler). 

3^  Soit  T  le  temps  employé  à  décrire  tout  le  périmètre 
de  Tellipse ,  alors 

-g^zicabj     a-=z  demi  grand  axe,     h  =  demi  petit  axe. 

Ainsi 

itab  b^  itaib  |   .-^ 


(  '54) 

les  carrés  des  temps  de  révolution  sont  proportionnels 
aux  cubes  des  grands  axes  (loi  de  Kepler). 

Prenons  pour  planète  la  Terre  et  pour  unité  linéaire 
la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  alors  la  constante  %,  et 
pour  temps  Tannée  sidérale  pendant  laquelle  s'accomplit 
une  révolution  entière  ;  nous  aurons 


T  =  365,2563835  fi  = 

log2ir  ==  o  97981 798684 

c*  logT  =  7  j^3'}^02i85ii 

&  log  V^i-4-fA  =  9,9999993878 

log^  =  8,23558ii44i4 

X-  =:  0,01720209895. 
PROBLJSME    UE    KEPLER. 


3547 ' ^ 


g=zkt^p  V^lH-f*  =  j  r'dt^, 


(VI) 


pcos'     E 
'^         2 

(i-+-<?)cos*  ~  P 


A  Taide  de  cette  équation  et  de  la  relation  VII,  on  trouve 

r^dp=z '- j.(E— tfsinE); 

intégrant 


{  »53  ) 

la  constante  est  nulle;  car,  comptant  du  périhélie,  on  a 
i'  =  o  et  aussi  E  =  o. 


a* 


E  étant  exprimé  en  secondes,  il  faut  exprimer  kt  ^  ^i-f-p. 
aussi  en  secondes.  Or  la  longueur  du  rayon  i  en  secondes 
est  206264967  ;  c'est  par  cette  quanti  té*  qu'on  devra  mul* 

liplier  kt  V^^  Vn-  ft.  Réduite  ainsi  en  secondes,  cette 
quantité,  désignée  par  M,  porte  le  nom  d'anomalie 
moyenne;  k  réduite  en  secondes  égale  3548^^,18761  dont 
le  logarithme  est  3,55ooo65746. 

M.  de  Gasparis  ('*')  a  donné  dans  les  Astronomische 
Nachrichten.  t.  XLVJ,  p.  19-62  (1857)  des  Tables  pour 
la  solution  du  problème  de  Kepler,  c  étant  supposé  <i  i . 


QUESTIONS. 


615.  Soit  une  progression  arithmétique  avec  différeuce 
0)  et  la  série  arithmétique  dWdre  mi  déduite  de  cette 
progression. 

Une  seconde  progression  d'arithmétique  de  différence 
^t,  et  une  série  arithmétique  déduite  et  d'ordre  m,,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  série  d'ordre  m„. 

Si,  multipliant  ensemble  les  premiers  termes  de  ces 
séries,  de  même  les  seconds  termeè,  on  obtient  une  série 
d'arithmétique  d'ordre    mj  -f-  ^Wj  4-  .  .  .  -h  /w„   déduite 


(*)  ADDibal  de  Gasparis,  astronome  à  Tobservatoire  de  Capo  del  Monle, 
près  Naples,  né  à  Buguara  (Abruzzes),  le  9  novembre  1819. 


(  «56  ) 
d'une  progression  arithmétique  à  différence 

I  .  2  .  3  .   .  .    //7|  +  /lîj  -f-  •%  .  -f-  /Wji  *       •  9 

Z    r    5 TZ 5 5 0|>  ^»i  •  •  '  9  ^m» 

I  «2.  D  .  .  ./7f|  X    I     2  .  0.  .  «/Tt].  .  •  I  .  2.^.  .  ./I?} 

616.  Soit  construit  un  triangle  MNO,  le  sommet  N  est 
fixe  ainsi  que  les  directions  des  côtés  NIVI  et  NO,  le 
côté  MO  a  une  longueur  donnée^  par  conséquent  il  tou- 
chera une  certaine  courbe  \  le  point  de  contact  sur  chaque 
tangente  MO  est  aussi  éloigné  de  M  que  la  projection 
orthogonale  de  O  est  éloignée  de  N  (*);  cette  courbe, 
nommée  hypocycloïde,  est  fermée  et  composée  de  quatre 
branches  correspondant  aux  quatre  angles  des  direction» 
données  NM,  NO.  (Boklbn.  ) 

617.  Théorème.  Soient  w  =  m  -f-  w  une  fonction  mono- 
drome  ou  monogène  (**)  ;  une  courbe  fermée/" (x,  ^  )  =  o 
dans  le  plan  horizontal  des  indices  de  jz;  un  cylindre  ver- 
tical qui  Sif^Xj  y)  =  o  pour  base;  deux  plans  verticaux 
P  et  P'  reciangulaires. 

Supposons  que  w  ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie  dans 
l'intérieur  def(Xjj)  =  o  et  que  Tindice  de  z  parcoure 
y(x,/).  Sur  chaque  génératrice  (x^y)  du  cylindre  por- 
tons, à  partir  de  la  base,  les  longueurs  u  etv  correspon- 
danteSj  nous  obtiendrons  ainsi  deux  courbes  U  et  V. 

L'aire  de  la  projection  de  U  ou  de  V  sur  le  plan  P  est 
égale  à  Taire  de  la  projection  de  V  ou  de  U  sur  P'. 

(Dewulf.) 


(*)  L'équation  de  cette  courbe  a  été  trouvée  par  Joachimsthal  {Nouvelles 
Annales,  t.  VI ,  p.  aCoj  1847  ^ 

(**)  On  donnera  incessamment  l'explication  de  ces  dénominations  éta- 
blies parCaucby. 
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SOLITION  DE  U  QUESTION  577 

(TOlrLXX.p.  1S8); 

Pa&  m.  DUPâIN, 

Professeur  à  Nîmes. 


Obsei*uation . 

Cette  question  est  résolue  dans  les  Annales  de  Ger-- 
gonne^  t.  III,  p.  189;  elle  est  attribuée  à  Français,  pro- 
fessear  aux  écoles  d^artillerie,  par  son  frère,  qui  a  ré- 
digé Tarticle. 

L'énoncé  présente  une  certaine  différence  avec  Ténoncé 
actuel;  le  mot  double  nj  figure  pas^  cette  différence 
tient,  je  crois,  au  choix  des  unités. 

Voici  le  résumé  de  la  démonstration  de  Français  : 

Cons^entions.  —  L'unité  d'angle  polyèdre  est  le  trièdre 
trirectangle;  Punité  d'angle  dièdre  est  l'angle  dièdre 
droit. 

Lenime.  —  Un  trièdre  a  pour  mesure  l'excès  de  la 
somme  de  ses  angles  sur  deux  angles  droits. 

Lemme,  —  Un  angle  polyèdre  a  pour  mesure  la  somme 
de  ses  angles  diminuée  d'autant  de  fois  deux  angles  droits 
qu'il  y  a  de  faces  moins  deux. 

Considérons  un  polyèdre  ayant  Â  arêtes,  F  faces  et 
S  sommets,  dont  a  trièdres,  |3  tétraèdres,  y  pentaèdres,  etc. 
On  voit  facilement  que  la  somme  des  angles  polyèdres 
du  polyèdre  vaut  la  somme  des  angles  dièdres  moins 

2a{3— 2)-h  2P(4  — 2)  4-27(5  — 2)  -+- 
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Qr  cette  dernière  quantité  peut  s'écrire 

6a  4-8p-»-  loy-f-  ..  .— 4a  — 4P — 47'-> 

OU  bien  4 A  —  4S,  ou  enfin  4  (F  —  a).  c.  q.  f.  d. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  602 

(Toir  t  XX.  p  400)  ; 

Par  m.  J.-C»f.  DUPAIN. 


Le  point  attiré  est  sur  Taxe  des  x  à  une  distance  a  de 
l'origine;  le  plan  attirant  est  celui  de  zy\\e,  décompose 
ce  plan  en  éléments  par. des  cercles  ayant  Torigine  pour 
centre  et  par  les  rayons  de  ces  cercles. 

L'élément  de  surface  est  r  dr  dQ, 

La  distance  de  l'élément  au  point  attiré  est  (a*  +  r*)\ 
En  appelant  fi  un  coefficient  constant,  Tattraction  d'un 
élément  sera 

et  la  composante  suivant  l'axe  des  x  sera 
La  résultante  a  pour  expression 

r/0    /     r//r/'fl»-4-pM-2  =  d  — 


Si  le  plan  est  illimité  r  =  oo  ,  et  la  résultante  devient  ^ 

c.  Q.  F.  D 
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SiUlTHNI  DE  LA  tUKSTION  6«9 

(roir  p.  SI)  ; 

Par  m.  richard; 

Elève  du  lyoée  d6  Douai. 


Soient  MF  =  c  et  soient  Xi^y^  les  coordonnées  du  point 
R,  on  a 

Equation  de  F/.  .  . .     jr= (^x-i-c}^ 


Equation  de  F'/'  . .     j^= î [x  —  c). 

y^ 

Les  coordonnées  de  H  sont  x^  et '—'  Remarquant  que 

le  (quadrilatère  ¥¥'fj'  est  inscrîplible,  la  hauteur  RH 
est  la  polaire  du  point  C^  donc  l'abscisse  du  point  C  est 

—  dont  Téqualion  du  cercle  passant  par  les  trois  points 

R,  H,  C  est 


x^  -h  7* 


*;-^/! 


X 

Xy 


r 


..  .  K^-<) 


y\ 


X 


c^  — j:? 


ri 

o 


=  o. 


La  longueur  de  la  tangente  MT  menée  par  Torigine  sera 


'ÎH- 


ri 


c^  —  x\ 


y\ 


/• 


—  o 

x' 


ri 


r'  —  j:, 


ri 


—  o 
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Faisant  sortir  ç^  dn  numérateur,  multipliant  les  deux  dé- 
terminants par  x\  et^i,  et  retranchant  la  seconde  co- 
lonne de  la  première  dans  le  premier  déterminant,  on  a 


^»=— <r» 


Jr: 


f*  — x! 


o 


X\ 


c»  —  *! 


Or  le  second  déterminant,  en  retranchant  la  seconde 
ligne  de  la  première,  donne  en  développant 

EiFectuaiit  la  même  opération  sur  le  second  déterminant. 


on  a 


(x;  4-  y\  -  <^) 


c»  — x? 


={x\^y\^c^) 


H-(c»  — X 


=:2(x;-c>)(xÎ4.rî-^). 

Divisant,  on  a 


-Hc'  —  x^  — g^-H-^î  '^y\ 


1 


^2  —  2CS       ^  =  CV^, 


quantité  constante. 


c.  Q.  F.  n< 


(  i6i  ) 


Nous  étions  loin  de  prévoir,  il  y  a  peu  de 
jours  encore,  que  le  premier  article  de  ce  nu- 
méro des  Annales  dût  être  un  article  nécro- 
logique sur  l'un  des  hommes  les  plus  hono- 
rables de  répoque. 

Notre  infatigable  et  savant  collaborateur, 
M.  Terquem,  vient  de  mourir. 

Conservant  jusqu'à  ses  derniers  instants  une 
admirable  ardeur  au  travail,  il  a  dignement 
accompli  la  mission  qu'il  s'était  donnée  de 
consacrer  sa  vie  entière  aux  progrès  de  la 
science. 

La  bienveillance  de  son  caractère,  sa  pro- 
fonde érudition,  ses  nombreux  titres  scienti- 
fiques, lui  mériteront  d'unanimes  regrets. 

Puisse  l'estime  publique,   qui   environne 

son  nom,  apporter  quelque  consolation  à  sa 

famille. 

G. 


A"»'  Je  Mathémut ,  Q«  série,  (.  I«^  (Mai  1862.)  '  ^ 
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SOLUTION  IB  U  QUESTION  313 

(voiri.X[V,  p.aos); 

Par  m.  J.-Ch.   DUPAIN. 

Professeur  au  lycée  dé  Nîmes. 


Nous  prions  le  lecteur  de  construire  lui-même  la  figure. 
Nous  plaçons  Torigine  des  coordonnées  au  milieu  de 
uotre  feuille  de  papier,  Taxe  des  x  se  dirige  vers  la  droite, 
Taxe  des  y  vers  le  bas  de  la  page  et  Taxe  des  z  s'élève 
perpendiculairement  au  papier. 

L'équation  proposée 

ces* 
e^= 

COSJ 

peut  se  metti*e  sous  d'autres  formes  utiles  à  considérer  : 

e'zzL-r-^j     3=:l.cosx — l.cosr*     2=l.sécr  — l.sécx. 
sec* 

Les  dérivées  partielles  de  z  sont 

dz  dt 

-^  =  -.taî»g.r.  ;;^=tangr, 

d^z  ,  d^Z  d^z 

-, —  = — 2  tangx  sec*jc,     —--— -  =  0,      _.    ,  ,  =  o, 

dx^  ®  '      tix^df  dxdr^ 

Le  rayon  de  courbure  des  sections  normales  principales 

1 1. 
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a  pour  expression 

r  -h  tang»x  H-  tang»7 

n  =:IE: ; : » 

sec«r  •  sec  T* 

et  il  est  remarquable  que  ces  deux  valeurs  sont  numéri- 
quement égales  et  de  signes  contraires. 

L'équation  ne  change  pas  quand  on  remplace  x  par 
—  X  OVL  y  par  — y^  la  surface  est  donc  symétrique  par 
rapport  aux  plans  zOxj  zOy, 

L'équation  ne  change  pas  non  plus  quand  on  ajoute 
aux  coordonnées  x,  y  des  multiples  de  7i  pairs  tous  les 
deux  ou  tous  les  deux  impairs  ;  on  peut  donc,  en  dépla- 
çant parallèlement  les  plans  zOx^  ^Oy^  transporter 
l'origine  eu  une  infinité  de  points  ayant  pour  coordon- 
nées des  multiples  de  n  (pairs  ou  impairs  tous  les  deux). 
Les  nouveaux  plans  coordonnés  sont  encore  des  plans  de 
symétrie,  de  sorte  que  la  surface  est  symétrique  par  rap- 
port à  une  infinité  de  plans  parallèles  à  deux  directions 
rectangulaires^  la  distance  constante  de  deux  plans  con- 
sécutifs étant  TT. 

Traçons  sur  le  plan  a:0/,  que  j ^appellerai  horizonlal, 
des  parallèles  à  Ojr  par  les  points  dont  les  abscisses  sont 

des  multiples  impairs  de  (  -  )  ;  traçons  aussi  des  paral- 
lèles à  Ox  par  les  points  dont  Vy  est  un  multiple  impair 
de  (-)*  Ces  deux  systèmes  de  parallèles  détermineront 

des  carrés  disposés  comme  les  cases  d'un  damier,  et  que 
je  supposerai,  comme  celles-ci,  alternativement  blancs  et 
noirs,  le  carré  qui  contient  Torigine  étant  censé  blanc. 

Je  dis  d'abord  que  pour  tous  les  points  situés  dans  un 
carré  noir  l'ordonnée  de  la  surface  est  imaginaire,  car 
pour  tous  ces  points  cosa?  et  cosj^  sont  de  signes  con- 
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iraires,  et  le  rapport  — '-  étant  négatif  n'a  pas  de  loga- 
rithme réel. 

Pour  tous  les  points  situés  dans  un  carré  blanc,  l'or- 
donnée est  réelle,  et  la  surface  est  ainsi  formée  d'une  in- 
finité de  nappes  identiques  entre  elles  et  rattachées  les 
unes  aux  autres  par  des  droites  communes.  Ces  droites 
sont  les  parallèles  menées  à  Taxe  Oz  par  les  sommets  des 
différents  carrés.  En  effet,  Yx  et  Vjr  de  ces  sommets  étant 

des  multiples  impairs  de  -,  cosx  et  cosy  y  sont  nuls,  et 

G 

L'ordonnée  de  la  surface  est  nulle  quand  cos  j:  =  cos/  \ 
on  a  alors 

x=lfc/i  2/i7r. 

Le  lieu  des  points  ainsi  définis  se  compose  de  deux  séries 
de  droites,  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés 
par  Ox  et  Ojr,  et  dont  les  ordonnées  à  Torigine  sont  des 
multiples  pairs  de  n*  Ces  droites  sont  précisément  les 
diagonales  des  carrés  blancs.  Elles  partagent  chacun  de 
ces  carrés  en  quatre  triangles  isocèles  rectangles,  deux  à 
droite,  deux  à  gauche  et  deux  vers  le  haut  et  le  bas  de 
la  page;  dans  ces  derniers,  l'ordonnée  de  la  surface  est 
positive;  elle  est  négative  dans  les  deux  autres. 

Sections  horizontales, —  Pour  fixer  les  idées,  coupons 
la  surface  par  un  plan  horizontal  ayant  pour  ordonnée 
0,69815  =  l.a;  la  section  de  la  surface  par  ce  plan  étant 
projetée  horizontalement,  aura  pour  équation 

,        cosx 
cos^ 


on 

dy         sin^r 

COS4:  =  2COSr,       ---=:--: • 

dx       1  sm/ 

Cette  courbe  a  une  infinité  de  centres,  d^axes  et  de  bran- 
ches. Je  considérerai  Tune  d'elles  en  particulier.  Pour 
ar  =  O9  on  a 


I 


et  l'on  peut  prendre 


r  =  3. 


La  tangente  est  parallèle  aux  x\  quand  x  augmente,  y 


augmente.  Pour  x  =  -9 

ir       dx       I 
a       dx       2' 

Vy  continue  à  augmenter  jusqu'à  un  maximum  j^  =  ^  tt 
qui  correspond   a  xsstt;  jr    diminue   ensuite.   Pour 

Stt 


Pour  or  =3  a?:, 


7  =  — 
"^        2 


ir 

^  =  r 


A  partir  de  là  y  repasse  périodiquement  par  les  mêmes 
valeurs. 

On  aurait  pu  pour  x  =  o  prendre  y  =  -5—  On  obtien- 
drait ainsi  une  seconde  branche  symétrique  de  la  pre- 
mière par  rapport  à  la  droite  (y  =  tt).  En  adoptant  pour 


« 
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valeur  initiale   de  y  ^^   on  trouvera  une    troisième 

branche  symétrique  de  la  seconde  par  rapport  k  la  droite 
{yz=z%n)j  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Toutes  ces 
branches  affectent  les  allures  d^uiie  sinusoïde. 

A  mesnre  que  le  plan  sécant  sMlève  au-dessus  du  plan 
xO/,  ces  différentes  branches  de  courbes  s'aplatissent^ 
c'est-à-dire  se  rapprochent  des  droites  autour  desquelles 
elles  ondulent. 

Si  Fordonnée  du  plan  sécant  devient  négative,  les  dif- 
férentes branches  de  la  section  conservent  leurs  gran«- 
denrs  et  leurs  positions  respectives,  mais  la  figure  entière 
effectue  un  quart  de  révolution  autour  du  point  O. 

Sections  verticales.  —  Prenons  un  plan  sécant  paral- 
lèle à  zOx  et  dont  Yjr  soit  a.  La  section  a  pour  équation 

dz 
z  =  l.cosx — l.cosiiy     -7-  =  — tangx. 

aJC 

L'ordonnée  à  Forigine  est  —  Lcosa,  la  tangente  à  To- 

rigine  est  horizontale.  Quand  x  augmente  de  o  à  ->  Tor- 

doimée  diminue  en  valeur  algébrique;  elle  est  nulle  pour 

X  =  a  et  négative  quand  x  est  compris  entre  a  et  —  Le 

coeflScient  angulaire  de  la  tangente  reste  négatif  et  aug- 
mente en  valeur  numérique  jusqu'à  l'infini.  La  droite 

X  =  -  est  une  asymptote. 

On  trouve  ensuite  une  seconde  branche  symétrique  de 
la  première  par  rapport  à  la  droite  x  =  ir,  puis  une  nou- 
velle branche  symétrique  de  la  seconde  par  rapport  à  la 
droite  x  =  27r,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  les  axes 
de  symétrie  ayant  pour  abscisses  les  multiples  de  n. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  différentes  sections  sont 
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égales  entre  elles,  que  Tordonnée  z  ne  varie  de  Tune  à 
l'autre  que  d^une  quantité  constante,  et  qu'enfin  on  peut 
les  regarder  comme  les  positions  successives  d'une  géné- 
ratrice invariable  de  forme  qui  se  déplacerait  parallèle- 
ment à  elle-même. 

Les  sections  parallèles  à  zOy  ne  dififerent  des  précé- 
dentes que  par  le  changement  de  signe  de  l'ordonnée  z. 

Les  sections  parallèles  à  zOx  eizOy  sont  donc  dis- 
posées entre  elles  comme  les  sections  paraboliques  pa- 
rallèles aux  plans  principaux  du  parabbloïde  hyperbo- 
lique, et  la  surface  peut  être  engendrée  par  la  courbe 
z=:l.cosa:  glissant  parallèlement  à  elle-même  sur  une 
seconde  courbe,  z  =  —  l.cos^,  ^£^1^9  ayant  même  som- 
met, l'ouverture  en  sens  contraire  et  placée  dans  un  plan 
perpendiculaire  * 

Le  paraboloïde  osculateur  à  l'origine  a  pour  équation 

tiz  dz  d^s  e/'a  d*z 

Les  dérivées  partielles  des  ordres  suivants  sont  nulles.  A 
l'origine  a:  =  o,  jr  =  o,  les  dérivées  partielles  des  trois 
premiers  ordres  sont  les  mêmes  pour  la  surface  et  le  para- 
boloïde, qui  ont  ainsi  un  contact  du  troisième  ordre. 

Lignes  de  pente,  —  L'équation  différentielle  de  la 
projection  horizontale  des  lignes  de  pente  est 


(£)*-{|)-=»- 


Pour  la  surface  que  nous  étudions,  elle  devient 

tangx .  dy  -h  tang^ ,dlr  :^  o, 


•       ^  * 
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et,  en  intégrant, 

sinor.sÎD/  =  constante. 

Quand  la  constante  est  nulle,  on  a 

sin  jr  =  0     ou     sin^  =  o  ; 
par  suite 

j?  =  /iir     ou     y"=inv. 

Les  projections  des  lignes  de  pente  sont  des  parallèles 
aux  axes  Ox,  Oy  passant  par  les  centres  des  carrés 
blancs. 

Quand  la  constante  est  l'unité,   les  projections  des 
lignes  de  pente  je  réduisent  à  un  système  de  points  isolés 

ayant  pour  coordonnées  les  multiples  impairs  de  — 

La  constante  peut  se  représenter  en  général  par  sin'a; 
l'équation  de  la  projection  des  lignes  de  pente  devient 

sinorsin^  =sin'a; 

elle  représente  une  infinité  de  branches  de  courbes  fer- 
mées ayant  pour  centres  les  sommets  des  carrés  et  pour 
axes  de  symétrie  et  pour  normales  les  côtés  et  les  diago* 
uales  des  carrés.  Il  est  à  remarquer  que  la  moitié  seule- 
ment de  chaque  branche  correspond  à  une  ligne  de  pente, 
les  deux  quarts  se  trouvant  sur  des  carrés  noirs. 


QUESTIONS. 


618.  La  courbe  parallèle  à  la  podaire  d'ellipse 


(170) 

a  pour  équation 

en  posant 

__  (a'  -4-  b^)  (jr" -h  r '  --  A^)  -^  a^  b^ 

ô  = 


? 


^] 

(Strebok.) 

619.   i^  La  surface  représentée  par  le  système  des  trois 
équations 

_c*-^b^     RIV 
''""      bc      ËTT' 

slc'  —  h^  R^  y/^'  —  R» 
^""         'c  R-+-R'     ' 


^  ""  '      r  R  -f-  R' 


c^ 


est  une  cjclide;  R,  R'  sont  les  rayons  de  courbure  de  la 
surface  au  point  x^  y^  z. 

2^  Supposons  qu  une  famille  de  courbes  situées  sur 
celle  cydide  soit  représentée  par  l'équation  différen- 
tielle 

pdVi  4-  qdK'  =  o, 

les  courbes,  coupant  orthogonaiement  celles  du  syslème 
donné,  seront  représentées  par  Téquation 

r/R  dW 

z=z  o. 


/?R(^'  — RM      ^R'(R'»— c*j 
V^  L'équation  en  coordonncfes  elliptiques  de  la  cyclide 


{  '7'  ) 
cloDtil  s^  agi  test 

p  -H  pt-f-v  =  O. 

(Strebor.) 

6S0.  On  donne  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant 
un  point  double  et  en  ce  point  des  tangentes  perpcndi- 
colairea  entre  elles;  les  hypoténuses  des  triangles  rec- 
tangles inscrits  dans  cette  courbe  et  dont  les  sommets  de 
l'angle  droit  sont  toujours  au  point  double,  passent  par 
an  n^ème  point  de  la  courbe. 

621 .  Une  parabole,  dont  le  foyer  est  F,  est- tangente  aux 
deux  côtés  d'un  angle  droit  YOX;  on  élève  au  point  O 
une  perpendiculaire  à  la  droite  OF;  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  en  un 
point  F'.  On  demande  de  faire  voir  :  i®  que  la  droite  FF' 
est  tangente  en  F  à  la  courbe  décrite  par  ce  point,  lors- 
que la  parabole  glisse  sur  son  plan  en  restant  tangente 
aux  côtés  de  l'angle  droit  YOX  ;  2^  que  la  courbe  décrite 
par  F',  pendant  ce  mouvement,  est  semblable  à  la  courbe 
décrite  par  F  5  3°  que  la  tangente  F'  C  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  F'  rencontre  la  droite  OF  en  un  point  C  tel 
que  OF  =  4 OC.  (MAiiNHEiiif .) 

623.  Toute  surface  conique  qui,  ayant  son  sommet 
an  foyer  d'une  surface  de  révolution  du  second  ordre, 
passe  par  une  section  plane  quelconque  de  cette  surface 
de  révolution,  est  elle-même  une  surface  conique  de  ré- 
volution ;  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  pôle  du  plan  de 
la  section  faite  dans  la  surface  du  second  ordre  est  Taxe 
de  la  surface  conique.  (Bobillier.) 

623.  Une  droite  glisse  sur  deux  autres  non  situées 
dans  un  même  plan,  de  telle  sorte  que  la  partie  inter- 
ceptée entre  elles  soit  constamment  vue  sous  un  angle 
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droit  d'un  certain  point  de  l'espace;  cette  droite  engendre 
une  surface  gauche  du  second  ordre.       (Bobillier.  ) 

624.  Un  angle  trièdre  trirectangle  mobile  a  son  som- 
met en  un  point  6xe  pris  sur  une  surface  quelconque  du 
second  ordre,  le  plan  déterminé  par  les  intersections  de 
ses  trois  arêtes  avec  celte  surface  passe  constamment  par  un 
même  point  de  la  normale  issue  du  sommet  fixe  de  Tangle 
trièdre.  On  demande  le  lieu  de  ce  point,  lorsque  le  som* 
met  du  trièdre  parcourt  la  surface  donnée.  (Manhheim.) 


SOLETION  DE  LA  QUESTION  614 

(  Tolr  p.  IM  )  ; 

Par  m.  âbramam  SCHMÉE, 

Élève  du  lycée  Charlemagne. 


Désignons  par  F  le  foyer  d'une  ellipse  donnée.  Eln  un 
point  quelconque  M  de  cette  courbe  menons  la  tangente 
MT  qui  coupe  le  petit  axe  en  T;  soit  Q  la  projection  du 
point  T  sur  le  rayon  vecteur  MF  :  on  demande  le  lieu  des 
points  tels  queQ,  lorsque  M  décrit  l'ellipse  donnée. 

(Mânubeim.) 

Soient  x\y'  les  coordonnées  du  point  M,  on  a 

(i)  «»/^ -h  A' .r'»  =  a' ^». 

L'équation  de  la  tangente  en  ce  point  est 

b* 
qui,  pour  x  =  o,  donne  j^=: -79  coordonnées  du  point  T. 


(  '73  ) 
L*éqttation  de  la  droite  TQ  est  alors 

(î)  xx^  -4-  ry'  =  ^'  -4-  cxy 

et  celle  de  FM 

(3)  ^VH-(c-x)y  =  rr. 

Des  équations  (a)  et  (3),  on  tire 

x'zirc  — ^»-- î      r' = ' 

y^  —  CT  -j-  x'  y^  —  cj:  -h  x' 

En  portant  dans  Téquation  (i),  supprimant  le  facteur 
commun  &*  et  développant  les  carrés,  on  a 


(^•'— rx+j:')-  (^* — cx-i-x')*  y^ — cx-^-x^ 

m 

Je  fais  passer  c'  dans  le  second  membre  qui  devient 
alors  égal  à  &*,  lequel  est  facteur  commun.  Je  le  sup- 
prime, je  chasse  le  dénominateur  et  fais  tout  passer  dans 
le  second  membre 

(^  —  ex  -+-  x')  —  7c(x  —  c)  (y^  —  ex  -f-  x') 

—  a^y* —  b^  (x  —  cY  =  o. 

Résolvons  par  rapport  à  j*"  —  ex  +  x', 

jr» — cx-l-x*  =  c(x  —  f)±  V^»(x—  <:/-+- û»^*  H- ^'(x  —  c)\ 

Sous  le  radical,  (x  —  c)*  est  facteur  de  i*  -h  c*,  c'est-à- 
dire  de  a*  que  je  fais  alors  sortir, 


y^  —  cj;  -h  X*  =  c  (x  —  r)  ±  /i  ^(x  —  c)"  H- j'^ 
Isolons  le  radical 


(  '74  ) 

et  élevons  au  carré 

OU 

[(.r-.c)«-hr'][(a;  — c)^^j»  — û»]  =  o, 
qui  se  dédouble  en 

(or  — c)'-+-j»  =  o, 

La  première  de  ces  équations  donne 

c*est  le  foyer,  solution  évidemment  étrangère,  et  la  se- 
conde représente  un  cercle  de  rayon  a,  demi  grand  axe, 
ayant  pour  centre  le  foyer. 


SOLUTION  DE  LA  OUESTION  614 

(rolr  page  IM); 

Par  m.  h.  LEBASTEUR, 

Élève  du  lycée  Napoléon  (classe  de  M.- Vacquanl). 


On  sait  que 


MP  étant  l'abscisse  du  point  M.  D'après  un  théorème  du 
à  Descartes,  on  a 

rosQiWT  _  c 
cusTMP"~a 

Or,  des  triangles  PMT,  TMQ,  il  résulte  que 

— ^ï7^=Tï^;    donc    MQ  =  -]VIP,     et  par  suite     1^0  =  n. 
cosTMP       MP'  ^       «       '         '  ^ 


(  «75  ) 

Ainsi  le  lieu  géométrique  du  point  Q  est  un  cercle  dé- 
crit du  point  F  comme  centre  avec  a  pour  rayon. 

L'analyse  donne  aussi  une  solution  très-simple  de  la 
question. 

Prenant  pour  axes  le  grand  axe  et  la  parallèle  au  petit 

axe  menée  par  le  foyer,  et  désignant  par  e  le  rapport  - 

et  par  y  la  fonction  x :  Téquation  de  l'ellipse  dr- 

vicndra 

.r^  -f-  j^'  =  i'  7*. 

Une  tangente  quelconque  MT  a  pour  équation 

(î)  «sin^-f-^  cosy  =  f7, 

et  la  droite  FM  allant  du  loyer  au  point  de  contact  : 

(2)  .rcosep  —  ^sincp  =  o. 

Soit  X  =  Ar  Téquation  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x. 
L'équation  générale  des  droites  passant  par  le  point  d(* 
rencontre  de  cette  dernière  et  de  la  tangente  est 

(3)  jrsinf  H-j^cos^  —  ty -hl  [x — A)  =  o. 

Déterminant  X  de  façon  que  (3)  et  (2)  soient  perpendicu- 
laires l'une  à  l'autre,  on  trouve 

et  alors  on  a,  pour  l'équation  de  la  perpendiculaire  TQ, 

(4)  X suif -^ycosf  =  -  Ik j- 

Eliminant  cp  entre  les  équations  (2)  çt  (4)9  et  cela  en  fai- 
sant la  somme  d«s  carrés,  on  a  l'équation  du  lieu 

résultat  conforme  à  celui  que  nous  a  fourni  la  géométrie. 


(  «7«) 
rtMONSTRATIdN  BON  THÉORÈME  BAPOLLONIOS; 

Par  ch  Élèyk  du  ltc^k  Napol^oh. 


La  différence  des  carrés  des  diamètres  conjugués 
d*une  hyperbole  est  constante. 

L'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  O  jr,  Oy  a  pour 

équation  xy  =  k*.  En  un  point  quelconque  M,  (x,  y)  de 

la  courbe,  on  mène  la  tangente  MA  qui  rencontre  en  A 

Tasymptoie  .0  r,  et  Ton  prend  le  point  P  milieu  de  OA. 

11  s'ensuit 

MP=:j,     OP^PA  =  j:, 

Et  en  posant 

les  triangles  OM P,  M PA  donnent 

D'où 

a'*  —  Ù**-=i  ^xfcosB  =1  ^k'^cosB.       c.  q.  f.  d. 


SHUTIM  DES  QDESTMNS  AMtMGAINES  N»'  3  ET  5; 

Par  m.  h.  DELORME. 


Question  3. 
Entre  les  deux  relations 

«eos  {f -ha)-!- jsîn(f -ha)  =  «sina^, 

/C0S(^-f-  a)—  XSÎD(^-i-«)  =  2/IC0S2f  (*), 


(")  C'est  par  erreur  qu'il  y  a  dans  Ténoncé 

r  cos  (^4-a) -h'sin  (^-f-a)  =  2a  cosap. 


(  '77  ) 
on  élimine  op.  Démontrer  que  Ton  obtient  la  relation 


3 


(jrsina-h  xcoscty  -|-(xsina  — jcosa)*  ==(?.û)^. 

Nous  pouvons  considérer  la  première  équation  comme 
représentant  une  droite  variant  de  position  pour  les  dif- 
férentes valeurs  de  cp. 

Remarquons  que  la  seconde  équation  est  précisément 
la  dérivée  par  rapport  à  c^  de  la  première.  Eliminer  a^ 
entre  ces  deux  équations  revient  donc  à  trouver  l'enve- 
loppe des  droites  représentées  par  la  première.  Changeons 
les  axes  des  coordonnées  et  prenons  pour  nouveaux  axes 
les  axes  rectangulaires  définis,  Taxe  des  x  par  l'équation 

j  sin  X  -h  X  cosa  =  o, 

et  Taxe  des  j^  par  Téquation 

jr  cosa  -h  .r  sin  a  =  o. 

Ce  changement  d'axes  revient  à  faire  tourner  les  axes  de 
Tangle  a  et  à  changer  le  sens  desjr  positifs.  La  première 
équation  devient 

(xsina  H-xcosa)  cos(ç -h  a) 
-+-  (jrsina  — jco5a)sin  (^ -4-a)  =  «  sina®. 

Cherchons  l'ordonnée  et  l'abscisse  à  l'origine 

>  :=  —  la coso. 

Les  droites  définies  par  l'équation  précédente  sont  donc 
des  droites  dont  la  partie  interceptée  entre  les  deux  axes 
est  constante  et  égale  an.  On  sait  que  l'enveloppe  de  pa- 
reilles droites  est 

2  3  ï 
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{  «78) 
Revenant  aux  anciens  axes,  on  obtient 

{jrsïnoL  -k-  xcosay  +(j;siDa  — /cosa)*  =  (2fl)% 
ce  qui  est  la  relation  demandée. 

Question  5. 
Les  ellipses  définies  par  Féquation 

dans  laquelle  a  et  b  sont  des  variables  assujetties  à  la 
relation  h  —  a  =  c,  sont  coupées  par. la  courbe 


cr* 


x=:Ce      ^ 

sous  un  angle  dont  la  tangente  est  -  (*). 

Soit  V  Fangle  des  deux  tangentes  aux  courbes  au  point 
commun  x,  y  ^  soient  a  et  a'  les  angles  des  tangentes  avec 
Taxe  des  x.  On  a 

^  I +  tangoc  tanga 

tansza  = —  -;— • 
by 

Pour  avoir  tangâ/,  remarquons  que  Téquation  de  la 
courbe  donnée  peut  s'écrire 

L.r  4-  -^ LC  =  o , 

2 


(*)  L'énoncé  était  encore  inexact  :  il  y  a  a  —  6  ==  c  et  -  au  lieu  de  b^a^e 
et  de  -' 


(  «79  ) 


ianga'  =  -  ~- 
I 

X  I 

tanga'  = =^ , 

Cf  cjry 

ax         1 


hr       cxy       y  h  —  acx'^ 

UngV= : L^-L  — — ^— , 

ax  X  a  -\-  bcy^ 

hcxy- 

y  h  —  acx^  —  a  —  hcj"^  -h  «r  -4-  hcr^ 

taog  V= y-^-— : ! 1.  . 

X  a  -»r  ocy^ 

Maïs  le  point  x^y  étant  sur  Tellipse, 

lancV-=T ; £-  1-, 


et  comme  b  —  a  =:  c^ 


Y 

tangV=  -• 


C.    Q.    F.    D, 


SOLUTION  BE  LA  «IBSTION  «09 

(voir p.  SI); 

Par  mm.  MAHUET  et  DELAFOND, 
Élèfes  de  spéciales  du  lycée  de  Lyon. 


/"'  Solution,  —  La  droite  Rr  est  la  polaire  du  point  C 
par  rapport  au  cercle  ¥J  '/T'  décrit  sur  FF'  comme  dîa- 

12. 


(  >8o) 


mètre.  Donc 


ou 


MC.Mr=MF' 


(Mr-|-rC)Mr=MF' 

Mr./C  =  MF  — Mr 

=  ( MF  -H  Mr)  (  MF  —  M  r)  =  ¥r.rh\ 


Or,  d'après  un  théorème  de  géométrie,  on  a 

7H.R/-=  Fr.rF'; 

de  plus 

rH.rR  =  rC'.rC, 

C  étant  le  second  point  de  rencontre  du  cercle  (R,  H,  C)  ^ 
avec  FF'. 
On  aura  donc 


ou  en  déduit 

Reprenant  Tégalité 


rC  =  M  r. 


on  en  tire 


MC.Mr=MF', 


?Mr.MC=:2MF', 


5       Ff 


MC'.MC  =  2MF'  = 


(  i8i  ) 

Donc  toutes  les  tangentes  issues  de  M  sont  d*une  Ion- 

FF' 
gueur  constante  =  -=• 

//*  Solution^  par  Vanalyse,  —  Soient  pris  pour  axes 
rR  et  rF';  soient  ;;  et  p'  les  abscisses  de  F  et  de  F',  q 
Vordonnée  de  R.  Les  droites  FR,  F'  R  auront  pour  équa- 
tioos 


FR 


^-^-^  =  I,       F'R 
9      P 


r  .  X 

-4--=  I. 
7       P 


Pour  trouver  Tëquation  def/\  prenons  une  combinai- 
son linéaire  du  cercle  décrit  sur  FF'  comme  diamètre  et 
du  système  des  deux  droites  FR  et  F'R, 


(y        X         \   ly       X 
7       /^'"~    /   \9       P 


I  î  =  ix 


<ât  Téquation  du  systèqae  des  deux  droites,  qui  peut  s*é-< 
crire 

i,\       l      pp'y^'\'q''x''^[p'^rp')qyx 

\\)  K  }    =r  O. 

f   —  7.pp'  qy  —  [p  +  />')  7^  j,  ^  pp'  fj7 

i^'é(|uation  du  cercle  décrit  sur  FF'  est 


(,_£±/)V..=  ( 


p^p'\^ 


ou 

{l)  x^-\-y'^(p-{'p')X'^ppz=zô, 

Multiplions  1  équation  (a)  par  ç'  et  retranchons  de 
Téquation  (i),  nous  aurons 

f{q^  —  pp')  —  xy  {p-hp')  q  -H  2pp'  q ,y  =  o, 

qai  nous  donne 

y  =r  o 

et 

(3)  r[q''-PP')--'^{p  'hp')q-h2pp' q=zO. 


(  i8a  ) 
Cette  dernière  équation  est  l'équation  defj*. 
Les  coordonnées  de  C  seront 


J  =  o,       x  = 


L'équation  générale  du  cercle  (R,  H,  C)  sera 

Pour  avoir  la  puissance  de  ce  cercle  sur  le  point  M,  il 
suffira  de  substituer  dans  cette  équation  les  coordonnées 
de  M,  ce  qui  donnera 


//1J^jV/>+Va-hC. 


Reste  à  calculer  A  et  C. 

En  faisant  x  =  o  dans  Téquation  du  cercle,  nous  au- 
rons ' 

C  =  Rr.rH  =— ./i/. 

Si  l'on  fait  r  =  o,  Tabscisse  de  C  étant  — ^^,>  celle  de 
^  p-^p' 

a  sera  -«  -.-^  =  -  ^^-±^.  On  aura 
\P  +  P'I 

P^p'  ,    ipp'  _     {p  --p'Y 


1         :   pnrp'  ^{p-hp') 


ponc  la  puissance  du  cercle  sur  M  sera 

(p-*-p'\ 


^ —  ^  /     .  ./.  —  pp 


f\  t  .  -wf 


,      FF 


=  ='(^)=--MP  = 


9. 

Qn  retrouve  ainsi  le  même  résultat  que  précédemment. 


(  >83) 


SOLUTION  DE  LA  OIJESTION  594 
PROPOSÉE  PAR  SIR  WILLIAM  B,UIILTON  {'') 


(voir  t.  XX,  p.  116); 


Par  m.  g.   de  SAINT-MICHEL, 

ElÔTe  de  spéciales  à  TÉcoIe  préparatoire  des  Carmes. 


Le  point  P  étant  le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
du  triangle  ABC,  il  y  a  quatre  cercles  tangents  aux  côtés 
de  chacun  des  triangles  PAB,  PAC,  PBC5  prouver  que 
le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  est  tangent  à 
ces  douze  cercles. 

Solution.  —  Soient  A',  B',  C  (**)  les  milieux  respectifs 
des  côte's  BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC  5  soient  D,  E,  F 
les  milieux  respectifs  des  distances  AP,  BP,  CP5  le  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  ABC  passe  par  ces  six  points 
qui  sont  en  même  temps  les  milieux  des  côtés  des  trian- 
gles PAB,  PAC,  PBC;  par  conséquent,  ce  cercle  est  aussi 
le  cercle  des  neuf  points  de  chacun  de  ces  triangles.  Or 
on  a  démontré  (Nouuelies  Annales^  t.  I**")  que  «  le 
cercle  des  neuf  points  est  tangent  au  cercle  inscrit  et  aux 
trois  cercles  ex-inscrits  »  ;  par  conséquent  le  cercle  des 
»euf  points  du  triangle  ABC  est  tangent  aux  douze  cercles 
inscrits  ou  ex-inscrits  aux  triangles  PAB,  PAC,  PBC. 

c.    Q.    F.   D. 

Remarque,  —  On  Sait  que  le  rayon  du  cercle  des  neuf 
points  d'un   triangle  est  égal  à   la  moitié  du  rayon  du 

•*— ~"^-^^^  ■  Il  .  I  ■         .      ■     «Mil  ■       ■  I        ■     I- 

(*}  Ce  Dom  illustre  manque  dans  la  Biographie  Poggendorff. 
'**)  On  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  «84) 

cercle  circonscrit.  Il  résulte  de  ceci  et  de  ce  qui  vient 
d'être  déoiontré,  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à 
chacun  des  triangles  formés  en  joignant  le  point  d'inter- 
section des  hauteurs  aux  trois  sommets  est  égal  au  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  primitif. 


NOTE  SUR  DEUX  SUITES  RfiGURRKNTES  DE  CERCLES 

ET  DE  SPHÈRES^      . 

Pae  m.  Paul  SERRET. 


1,  Théorème.  —  Étant  donnés  dans  le  plan  deux 
cercles  fixes  intérieurs  y  on  trace  un  premier  cercle  quel- 
conque, tangent  aux  deux  cercles Jixes^  un  second  cercle 
tangent  au  premier  et  aux  deux  cerclés  fixes  ^  un  troi^ 
sième  cercle  tangent  au  second  et  aux  deux  cercles  fixes^ 
et  ainsi  de  suite.  Cela  posé^  si  le  système  de  ces  cercles 
se  ferme  une  fois  y  par  un  n'**"'  cercle  tangent  au  (n— i)'*"" 
et  au  premier,  il  se  fermera  toujours^  et  par  le  même 
nombre  de'  cercles  y  quel  que  soit  le  cercle  initial, 
(Steiner.) 

i*"'  Démonstration.  —  On  pcut^  à  l'aide  des  lem- 
mes  suivants,  ramener  ce  théorème  à  celui  de  M.  Poa-»- 
celet. 

Lemme  /.  —  Le  lieu  décrit  par  le  centre  d'un  cercle 
tangent  à  deux  cercles  Gxes  est  line  courbe  du  second 
degré. 

Lemme  II.  —  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  mutuel 
contact  de  deux  cercles  variabh  s,  tangents  entre  eux  et 
à  deux  cercles  fixes,  est  un  cercle  ]  et  la  droite  des  centres 


(  «85) 
des  deux  cercles  variables  est  tangente  au  cercle  décrit 
par  leur  point  de  contact. 

Si,  en  effet,  on  applique  aux  deux  cercles  fixes  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  ob- 
tient :  soit  deux  cercles  fixes  concentriques,  soit  deux 
droites  fixes  qui  se  coupent;  et  tous  les  systèmes  de  deux 
cercles  variables  tangents  à  ces  deux  cercles,  ou  à  ces 
deux  droites  fixes,  et  tangents  entre  eux.  Mais,  dans  la 
figure  transformée,  le  lieu  décrit  par  le  point  de  mutuel 
contact  des  deux  cercles  variables  est  un  cercle  dans  le 
premier  casj  une  droite  dans  le  second  ;  et  ce  cercle,  ou 
cette  droite,  coupe  orthogonaleinent  les  cercles  variables. 
Donc,  etc. 

Revenant  maintenant  au  théorème  de  M.  Steiner,  con- 
sidérons un  système  fermé,  composé  de  n  cercles  succes- 
sifs; et  le  polygone  auxiliaire  ayant  pour  premier,  se- 
cond,..., et  n*'""  sommets,  le  centre  du  premier,  se- 
cond,..., et  n"'^'  cercles. 

Ce  polygone,  d'après  les  lemmes  I  et  II,  se  trouvera 
simultanément  inscrit  dans  la  courbe  du  second  degré, 
lieu  des  centres  de  tous  les  n  cercles  ;  et  circonscrit  au 
cercle,  lieu  des  points  de  mutuel  contact  de  tous  ces  cer- 
cles successifs.  Le  théorème  de  M.  Poncelet  est  donc  ap- 
plicable ;  tous  les  polygones  qu'on  essayera  de  former  de 
la  môme  manière  se  fermeront  d'eux-mêmes,  par  le  mcme 
nombre  de  côtés;  et,  par  suite,  tous  les  systèmes  de  cercles 
que  l'on  essayera  de  former^  sous  les  mêmes  conditions 
que  le  précédent,  se  fermeront  d'eux-mêmes  et  par  le 
même  nombre  de  cercles. 

Il'  Démonstration.  —  La  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  appliquée  aux  cercles  fixes  donnés, 
intéiîeurs,  les  change  en  deux  cercles  concentriques,  pour 
lcsc|uels  le  théorème  énoncé  devient  évident. 


(  i86) 
Quant  à  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  rayons  et 
la  distance  des  centres  des  deux  cercles  fixes^  pour  que  la 
figure  se  ferme  par  n  cercles  et  après  n'  révolutions  au- 
tour du  plus  petit  de  ces  deux  cercles,  on  parvient  aisé- 
ment par  la  même  méthode  à  cette  formule 


fit        n'    ir\  /R.rf 


R,  r  désignant  les  rayons  des  deux  cercles  et  D^  ^  les 
distances  de  leurs  centres  an  point  central  de  ces  cercles. 
Cette  formule  est  sans  doute  équivalente  à  celle  qui  a  été 
donnée  par  M.  Sleîner. 

2.  Théobème.  —  Etant  données  dans  V espace  trois 
sphères  fixes^  on  imagine  une  première  sphère  quelcon- 
que tangente  aux  trois  sphères  fixes  ^  une  seconde  sphère 
tangente  à  la  première  et  aux  trois  sphères  fixes  ;  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  une  n'*"'  sphère  tangente  à  la 
(n  —  I  )**'«*  et  aux  trois  sphères  fixes.  Cela  poséj  si  le 
système  de  ces  sphères  se  forme  une  Jois,  ou  si  la 
«'•"•*  sphère  se  trouve  tangente  à  la  première ,  la  même 
particularité  se  produira  toujours,  et  par  lo  même 
nombre  de  sphères,  quelle  que  soit  la  sphère  initiale. 

La  démonstration  repose  sur  le  théorème  de  M.  Pon- 
celct,  associé  aux  lemmes  suivants  : 

Lemme  /.  —  Le  lieu  décrit  par  le  centre  d'une  sphère 
tangente  à  trois  sphères  fixes  est  une  courbe  du  second 
degré  (Dupuis,  Ch.  Dupin). 

Lemme  II.  —  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  mutuel 
contact  de  deux  sphères  variables,  tangentes  entre  elles  et 
à  deux  sphères  fixes,  est  une  sphère^  et  la  droite  des  cen- 
tres des  deux  sphères  variables  est  tangente  à  la.  sphère 
décrite  par  leur  point  de  contact. 


(  '87  ) 
Même  procédé  de  démonstration  que  pour  le  lemme  II 
du  numéro  précédent. 

Lemme  III,  —  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  mutuel 
contact  de  deux  sphères  variables,  tangentes  entre  elles  et 
k  trois  sphères  fixes,  est  un  cercle^  et  la  droite  des  centres 
des  deux  sphères  variables  est  tangente  au  cercle  décrit 
par  leur  point  de  contact. 

Conséquence  du  lemme  II. 

Revenant  au  théorème  énoncé,  considérons  un  système 
fermé,  composé  de  n  sphères,  et  le  polygone  plan  auxi- 
liaire ayant  pour  sommets  successifs  les  centres  successifs 
de  ces  sphères. 

Ce  polygone,  d'après  les  lemmes  I  et  III,  se  trouvera 
simultanément  inscrit  dans  la  courbe  du  second  degré, 
lieu  des  centres  de  toutes  les  n  sphères,  et  circonscrit  au 
cercle,  lieu  des  points  de  mutuel  contact  de  toutes  ces 
sphères  successives.  D'ailleurs,  le  plan  du  cercle  et  celui 
de  la  courbe  du  second  degré  coïncident,  le  théorème  de 
M.  Poncelet  est  encore  applicable  ;  et  tous  les  polygones 
qu'on  esssayera  de  former  de  la  même  manière  se  ferme- 
ront d'eux-mêmes,  ainsi  que  tous  les  systèmes  de  sphères 
que  l'on  pourra  imaginer  sous  les  mêmes  conditions. 

Remarque.  —  M.  Steiner  a  énoncé  un  théorème  ana- 
logue par  le  système  des  sphères  tangentes  à  deux  sphères 
fixes.  La  question,  dans  ce  cas,  ne  parait-elle  pas  indé-» 
terminée? 


(  '88) 


NOTE  SUR  LA  MÉTHODE  D  APPROXIMATION  DE  NEWTON; 

Par  M.  H.  LEMONNIER, 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 


L'équation  ' 

/c  =  o 

étant  donnée,  si  x  en  est  une  racine  comprise  entre  deux 
nombres  a  et  |3  qui  soient  des  collections  d'unités  du 

même  ordre  que  — ;  ('*<<^  entier),  et  qu'on  puisse  par 

l'expression  a  —  ^j^  ou  par  |3  —  ^;~  g^tgner  n  -\-  p  nou* 

veaux  chiffres  sans  que  l'erreur  atteigne  une  unité  du 
dernier  ordre,  qu'arrive-t-il  quand  on  substitue  à  l'équa- 
tion Jx  =  o  une  transformée  cpy  =  o  due  au  changement 
de  X  en  ty? 

Soit 

fx=f{ty)  =  y/. 

On  aura 

d'où  il  suit  que  si  f  x  varie  dans  un  même  sens  et  ne 
s'annule  pas,  il  en  est  de  même  de  ^ y  pour  les  valeurs 
de  ;^  correspondantes  à  celles  de  x,  que  si/ir  et  j  "  X  sont 
de  même  signe,  a»/  et  ^" y  sont  également  de  même  signe. 
En  conséquence,  si  l'on  pose 

(|uand  les  premières  conditions  à  remplir  pour  une  bonne 
application  de  la  méthode  de  ISewion  seront  satisfaites  à 


(  '89) 
regard  de  a  et  de  |3,  elles  auront  lieu  pour  l'équation 
^j  =  o  à  regard  de  à'  et  de  J3'. 

Soit 

n  =:  a.-f-  h. 

Comme 


o=/a-h//'«-f-;^/"(«-4-ôA)         (9   ^") 


* 


on  aura 


avec 


&>  = 


1.2         /'(a) 


Supposons  y*a  et  y"  a,  de  même  signe. 

Les  conditions  connues  étant  remplies,  on  aura 


Oi 


>o. 


Ou  considère  alors   la  fraction 77—;  on  évalue  uh 

a/'  .r  ' 

maximum  A  des  valeurs  numériques  de  son  numérateur 

dans  Tintervalle  de  a  à  /3,  un  minimum  ^b  de  celui  de 

son  dénominateur. 

Delà 

7.  h 
de  sorle  que  si 

B  —  a  rrr  —     et     —7-  <c  —     ( yv  entier  ^  o), 
on  a 

^  ,0"»+/' 

■ 

On  eu  conclut,  comme  on  le  sait,  que  si  n  +  p]>Of  il 


(  >90  ) 

f  I 

suffit  d'évaluer  —  -j^  jusqu'à  Tordre  — -^^^  d'augmenter 

le  résultat  d'une  unité  de  son  dernier  ordre,  pour  obtenir 
un  nombre  h^  tel  que  a  +  %i  est  une  valeur  approchée 
de  a  à  une  unité  près  de  Tordre  de  son  dernier  chiffre. 
On  décide  par  une  substitution  dans  fx  si  Terreur  est 
par  défaut  ou  par  excès.  On  a  gagné  ainsi  n-^  p  chiffres. 
Cela  rappelé,  si  Ton  pose 


on  aura 


:/a\     n^  =  a'^h\ 


(p  a 


avec 


,_       y"  (g -4- 6'//) 
"- V^^ 

Considérons  la  fraction  - — ^—7-^  en  faisant  varier  r  de 

a'  k  jS'.  Le  maximum  des  valeurs  absolues  de  son  numé- 
rateur correspondra  à  celui  de  f^'x  et  sera  Ai*  à  cause 
de  ^"  yz=i  t^f"  x^  puis  le  minimum  de  celles  de  (p'7 
sera  bt. 


De  là 


M    < 


^'% 


'xbt 
et  piys(]u'oh  a 

h  ^  a  —  OL  =1  ta'  -- t  ol'  =1  th\ 
il  s'ensuit 


2A    r  ^  10'"-^/'   r 


Supposons  d'abord  que  t  soit  ro^  (^^^  entier).  Alors 
l'expression  de  a'  ne  différera  de  celle  de  a  que  par  la 
position  d'une  virgule. 


(  '9«  ) 
On  aura  ' 


,_?-«_      ' 


P'_„'  =  r_ 


lO'*^ 


«'<  • 


IQ^n-hp-^ 


Le  calcul  de  —  -^-7  devra  donc  se  pousser  jusqu'à  Tordre 

^^     '  On  gagnera  donc  «  +  p  chiffres,  les  mêmes  que 

dans  le  calcul  de  a  en  parlant  de  a,  et  ainsi  de  suite  en 
continuant. 

L'emploi  de  la  transformée  ne  pourra  donc  ni  faire 
perdre,  ni  faire  gagner,  au  moins  pour  la  rapidité  de 
l'approximation. 

Pour  étendre  cela  a  toute  valeur  de  tj  prenons  Terreur 

fa. 

relative  qui  concerne  h  quand  —  ~~  en  est  la   valeur 

approchée. 

La  fin  prochaittement. 


ADDITION  A  L  ARTICLE  DE  LA  PAGE  8D  ; 

Par  m.  Vincenzo  JANNI. 


Les  équations  des  pcrpendiculaii*es  à  deux  côtés  opposés 
du  quadrilatère  dans  les  points  milieux  sont 


^.^(^sin.-Mnl?) 


a  t  n 


—  -  tang.-  j\x [  ces®  H-  ros 


5')]' 

/i    .     I  a  \      [  a  I     \ 


(    '92    ) 

Ces  deux  é((ualions  donnent 

qui  sont  les  coordonnées  du  centre,  et  ré(}uation  du 
cercle  sera 

c'  c^  a^  -h  //' 

r'  -4-  a;'  H ~  y  sin  9 .r  cc»sc»  = 

t>u 

r'  r*  fl^  -h  A' 

Ce  cercle  rencontre  celui  qui  est  circonscrit  à  l'ellipse 

dans  les  mêmes  points  où  ce  dernier  est  rencontré  par  la 
droite 

et  qui  représente  la  tangente  à  Tellipse  dans  le  point  où 
Tordonnée  au  point  donné  p,  q  rencontre  de  nouveau  la 
courbe.  Le  cercle  cherché  est  donc  celui  qui  passe  par  ces 
trois  points. 

Cette  construction  nous  fournit  un  moyen  assez  simple 
pour  diviser  un  angle  donné  en  trois  parties  égales  en 
nous  servant  d'une  ellipse.  11  suffirait  de  construire  un 
angle  AOB  égal  à  Tangle  donné,  et  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  M,  P,  Q  donnerait  les  trois  so- 
lutions. 


(  »93  ) 


GttNGWRS  D'AGRÉGATION  AUX  LYCÉES  (ANNÉE  1845); 


Par  m.  dieu, 

Agrégé,  Docteur  es  Sciences. 


Composition  de  Mécanique. 

tt  Un  point  matériel  pesant  m  est  suspendu  par  un  fil 
»  flexible,  inextensible  et  sans  masse  à  un  point  fixe  A  ;  ' 
»  ce  pendule  est  mis  en  mouvement  dans  un  plan  verti- 
)>  cal  où  le  fil  s'enroule  sur  une  courbe  passant  par  le 
»  point  A  et  touchant  en  ce  point  la  verticale.  Quelle 
I)  doit  être  cette  courbe  pour  que  la  tension  du  fil  soit 
u  constante  pendant  un  certain  temps?  Quelles  sont  les 
V  lois  du  mouvement,  et  pourra*t-il  être  oscillatoire  !  On 
0  donne  la  longueur  /  du  fil  et  la  vitesse  i^^  du  mobile  m 
»  au  point  le  plus  bas  B  de  la  trajectoire.   » 


V-    •• 


/    I  > 


I.  Soient  : 

ACD  la  courbe  demandée  et  BEF  la  développante  qui 
est  décrite  par  le  point  m; 
5  la  longueur  d'un  arc  AM  de  ACD; 
N  la  position  de  m  lorsque  le  fil  est  appliqué  sur  AM  \ 

kmn.  de  MMihémut.,  3*  série,  t.  I«r.  (Mai  i86a.)  l^  . 


(  '94  ) 
X,  y  les  coordonnées  de  M5  Ç,  r^  celles  de  IS  ; 
g  la  gravité. 

Le  principe  de  Lcibnitz  donne 

La  force  centrifuge  rapportée  à  Tunité  de  masse  est 

en  N,  car  le  rayon  de  courbure  de  BEF  en  ce  point  est 
/  —  s\  la  composante  de  la  gravité  suivant  le  prolonge- 

ment  de  la  partie  droite  MN  du  fil  est  d^ailleurs  g-j-'^ 

on  doit  donc  avoir  d'après  l'énoncé,  du  moins  pendant 
un  certain  temps, 

k  désignant  un  coefficient  constant.  Pour  que  cette  équa- 
tion s^applique  quand  le  mobile  est  en  B,  le  coefficient  X 
doit  être  déterminé  d'après 

d'où 


p!' 


ainsi  k  swy}asse  i . 

Enfin j^,  m  et  s  sont  évidemment  liés  par 

>3  — r       dy 


(3) 


/  —  s        ds 


Remplaçant  dans  l'équation  (2)  m*  par  son  expression 
immédiatement  donnée  par  Téquation  (i),  m  par  son  ex- 

dy 

pression  y  -H  (^ — "*)  5~  ^'^^^  ^^  Téquation  (3V,  puis  v\ 


(  «95  ) 
par  g/ (A  —  i),  on  obtient 

dr 

3  (/—  5)  JL  ^  aj  -I-  X^ _ 3/=r  d. 

ds 

Cette  équation  rentre  dans  un  type  connu  ;  son  intég^*ale 

est 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  Il  ne  reste  qu'à  dé- 
terminer a  de  manière  que  j*  soit  nulle  en  même  temps 
que  s  pour  avoir  en  fonction  de  5  Yy  de  la  courbe  de- 
mandée: 

d'où 


;5)  !  =  ,_(,._.)  ^-J_. 

La  forme  et  Tétendue  de  ACD  se  déduisent  facilement 
de  ces  deux  formules  : 

\^  s  augmentant  depuis  zéro,  jusqu'à 


i-(^y]'=- 


■—  diminue  i  partir  àe  i.,  y  augmente  à  partir  de  o,  et 
pour  s  =  5',  on  a 

Donc  ACD  a  d'abord  un  arc  AC  de  longueur  5',  convexe 
vers  Aj,  dont  la  tangente  en  Ç  est  parallèle  à  Ax, 
c'est-à-dire  horizontale. 

i3. 


(  »96  ) 
st^  S  augmentant  encore  depuis  s^  jusqu^à 

dr 

■j-  continue  de  d<!croltre  en  prenant  des  valeurs  négatives, 

y  qui  a  été  eu  croissant  jusqu'à  y',  décroit  à  partir  de 
cette  valeur,  et  pour  5  =  s"  on  a 

dx  _  _     8A/     _    „ 

La  courbe  ACD  a  donc  encore  un  arc  CD  de  longueur 
5"  —  5'  se  raccordant  avec  AC,  concave  vers  Èlj^  et  dont 
la  tangente  en  D  est  parallèle  à  cet  axe. 

On  ne  peut  pas  donner  à  5  des  valeurs  supérieures  à  5", 
car  il  y  répondrait,  diaprés  la  formule  (5),  des  valeurs  de 

-j-  inférieures  à   —  i,  ce  qui,  à  cause  de  la  signification 

géométrique  de  ce  rapport  différentiel,  équivaut  à  une 
imaginarité  algébrique^  D  est  donc  un  point  cV arrêt.  On 
ne  peut  pas  non  plus  donner  à  s  des  valeurs  négatives, 

car  il  y  répondrait  des  valeurs  de  -r-  supérieures  à  i. 

Mais  il  est  clair  que  les  équations  (4)  et  (5)  sont  vérifiées 
par  ly  et  r5  de  l'arc  AC  D' symétrique  de  ACD  par  rap- 
port à  \y^  pourvu  qu^on  regarde  s  comme  croissant 
aussi  de  O  à  s*'  sur  cet  arc  en  partant  de  A. 

Afin  de  construire  la  courbe  par  points,  on  exprimera 
X  et  ^  en  fonction  d'une  même  variable  auxiliaire.  D'à* 
près  la  formule  (5)         * 


(  >97  ) 
Posant 

/ — s 

(b)  — j-=2S 

doù 

//y  =  —  3  /a*  rf«, 

on  a 


dx  =ip  3/  v^Ar  —  I  zdz  ^— {^-|- i)  «»-+- aifrz  —  (  A  — -i), 
ou,  par  une  transformation  très-simple, 

/r    I    1 

—  X-rfz  v^—  (/t  -f-  I  )z»-h2Xz  —  (A  —  i)]. 

L  uitégrale  de  la  première  partie  du  fadeur  entre  .les 
crochets  est 

I  ^ 

■5[— (X-i-  i)z*H-  2/z  —  (X--  i)]'  -h  const. 

Pour  intégrer  la  seconde  partie  qui  revient  à 


— 

kdz 

v'* 

4-1 

on  posera 

(7) 

Z 

\/xkTT)'  --  ['- 


A  -h  1 


k      sin  (f 

CeUe  partie  est  ramenée   ainsi  à -cos*'^d(^^ 

_,    ..  .  (*+')' 

dont  rintégrale  facile  à  trouver  est 

(sin y  cos^  -h  (f)  -f-coDst. 


Enfin  par  la  substitution  à  2  de  son  expression  tirée  de 


(198) 
la  formule  (7))  la  première  intégrale  prend  la  forme  très* 

simple  ^—5  +  const.  On  a  donc 

3(^  +  0' 


j:  =  consL  zt 


(X--hi) 


j  I  COS'f (SlOf  cosç  -+-  ?)  I 


Pour  déterminer  la  constante,  on  remarquera  que  la 
fprmule  (6)  donne  *=^  pour  5  =  0,  la  formule  (y) 

ç  =  -  pour  z  =  I ,  d'où  il  suit  que  x  =  o  doit  répondre 


3 


à  9  =  -  ;  d'après  cela  il  vient  finalement 


(8)  x=±-^^ 1    œs»(p--5-sin2^-|.— (--<p)    . 

Les  expressions  de  y  et  de  -~  en  fonction  de  l'auxi- 
liaire cp  s'obtiennent  par  la  substitution  dans  les  équa- 
tions (4)  et  (5),  de  la  valeur  de  /  —  s  déduite  des  for- 
mules (6)  et  (7),  savoir  :  (  ~ ?  |  /.  Ou  arrive  ainsi  à 

/ 

(9)  x=    ( L_i_ — ;;[8X*— 6/siny-H3(*^-f-i)cos*^  — 2*sin*f], 

2  (  A"  — f—  I  j* 

(10     T-=-7 —. 

as        k  -+■  sin^ 


1 


Nous  venons  de  voir  que  cf  =  -  en  A.  Pour  les  points 


D  et  D'  ou  5  ==  5'',  on  a  «  = d'après  la  formule  (6), 

partant  -i»  =  -  d'après  la  formule  (7)^  les  coordonnées 
des  points  intermédiaires  et  le  cosinus  de  Tangle  que  la 


(  »99  ) 
Ungente  fait  avec  Ay  se  dëjiluiront  donc  des  trois  for-^ 
mules  précédentes  en  attribuant  à  cp  des  valeurs  com- 
prises entre  -  et On  a  pour  les  points  extrêmes  D,D' 


2(X--t-l)» 

II.  Les  éfiuations  (3),  (4)  et  (5)  donnent 

Substituant  cette  expression  à  m  dans  Téquatiou  ^i)  ei 
ayant  égard  à  ce  que  if\=^  gl{k  —  i),  on  trouve 


(••) 


»//—.» 
="</—• 


D'après  cette  formule,  v  diminue  à  mesure  que  s  aug- 
mente, comme  cela  doit  être,  et  est  égale  à  ^ «-^  pour 


s  =  s'^. 


Si  Ton  remplace  i^  par  son  expression  dans  celle  de  la 


1^  p2 

force  centrifuge ->  on  a  '  d'où /^A' pour  5  =  a' 

et  g  (A -h  i)  pour  s  =  s".  Ainsi augmente  avec  5, 

c'est-à-dire  en  même  temps  que  la  composante  de  la 
gravité  suivant  la  partie  rectiligne  du  fil  diminue,  de- 
vient égale  a  gk  pour  la  position  du  système  où  cette 
composante  serait  nulle,  enfin  supérieure  à  gk  pour  les 
positions  où  elle  ne  serait  plus  dirigée  suivant  le  prolon- 
gement du  fil. 

Il  résulte  évidemment  de  ces  remarques  qu'à  un  cer- 
tain moment  une  partie  du  fil  de  longueur  s'^  sera  ap- 


(  aoo  ) 

pliquëe  sur  l'arc  ÂCD,  et  que  le  reste  du  fil  sera  alors 
vertical  en  DF.  La  première  partie  du  fil  restant  sur  ACD, 
et  rien  n'arrêtant  le  mouvement  de  m  parvenu  au  point 
d'arrêt  F  de  BEF,  il  doit,  en  vertu  de  sa  vitesse  acquise, 
dirigée  suivant  FG  parallèle  à  Ax,  se  mettre  à  décrire  la 

7 — —  j  /  dont  D  est  le 

centre;  mais  la  tension  dujil  deviendra  aussitôt  «va- 
riable.  On  ne  peut  rien  dire  de  plus  sur  le  mouvement 
sans  ajouter  quelque  condition  à  celles  de  l'énoncé,  ce 
que  nous  nous  abstiendrons  de  faire  ;  dans  ces  conditions, 
le  mouP'ement  n'est  pas  oscillatoire. 

La  vitesse  donnée  ^'o?  que  le  mobile  a  en  B,  peut  lui 
avoir  été  imprimée  dans  cette  position  ;  mais  elle  peut 
aussi  être  acquise  dans  un  mouvement  antérieur.  Si,  par 
exemple,  une  partie  quelconque  du  fil  de  longueur  s^  (si 
doit  être  moindre  que  s")  était  d'abord  appliquée  sur 
l'arc  AI  =  il  de  la  courbe  AC  D',  symétrique  de  ACD 
par  rapport  à  Aj,  et  si  le  reste  du  fil  était  dirigé  suivant 
la  tangente  IL  à  cette  courbe,  eu  imprimant  à  m  la  vitesse 

i'o  1/    "T^'  suivant  la  tangente  en  L  à  BE'  F',  symétrique 

de  BEF,  ce  point  matériel  acquerrait  la  vitesse  v^^  après 
avoir  parcouru  LB  [y?!  désignant  l'ordonnée  de  L,  on  a 

ce  qui  réduit  effectivement 

Dans  ce  cas  la  tension  .du  fil  serait  égale  à  gk  depuis  le 
commencement  du  mouvement. 


(    SOI    ) 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  chercher  le  temps  que  le 
mobile  m  met  à  parcourir  une  partie  quelconque  de  sa 
trajectoire.  Considérons  Tare  BN  commençant  au  point 
le  plus  bas  B  de  cette  courbe,  et  soit  t  le  temps  employé 
à  le  décrire. 

De 

on  tire 

en  remarquant  que 

dx        dx  ds  dy       dy  ds 

di         ds  dt  dt        ds  dt 

Remplaçant  —5  —  par  ces  valeurs  dans 

-="-)-s[(s)'-r^)i- 

Mettant  au  lieu  de  -r-  sa  valeur f-  -y^  \  -r>  rédoi- 

ds^  ds     ds^      ils 

,    (dx\^     fifyy  , 

sant  au  moyen  de  l  —  1  -h  (  ^  1  =  i ,  et  extrayant  les 
racines  carrées,  on  obtient 

formule  générale  assez  remarquable  de  la  vitesse  d'un 
mobile  en  fonction  des  coordonnées  de  la  développée  de 
sa  trajectoire. 


on  a 


(  aoâ  ) 

Nous  appliquerons  cette  formule  à  notre  problème  en 
faisant  usage  de  la  variable  auxiliaire  cp  déjà  emplo]^e; 
elle  a,  comme  on  va  le  voir,  l'avantage  de  conduire  à  une 
expression  de  dt  immédiatement  intégrable.  Les  for- 
mules (6)y{y)  et  (il)  donnent 


/  —  s       /  A^  -f-  sin  •  \  *  A-  -f-  sin  9 


ou  tire  de  la  formule  (lo)  par  différentiation 

c/s'  "'^  ^(X--hsiny)*  ds 

et  de  l'expression  de  dx  en  fonction  de  s  par  substitution 

à  — — ^  de  la  valeur  précédente 

dx       ,     r. cos» 

—  =dzv/X»~i-7— --^- 

ds  fi  -f-  SlQf 

Portant  toutes  ces  valeurs  dans  la  formule  générale  ci- 
dessus,  et  remplaçant  v^  par  gl{J<  —  i),  on  obtient,  en 
résolvant  par  rapport  à  dt^ 


dt=±: 3  \/-{/t+sin<f)df^ 

OÙ  il  faut  prendre  le  signe  inférieur  pour  que  dt  soit  po- 
sitif, car  ^  décroit  à  partir  de  —  De  là  résulte 

la  constante  introduite  par  l'intégration  ayant  été  déter- 
rainée  de  manière  que  t  soit  nul  pour  rp  ==  -  qui  répond 
au  point  H. 


(  ^<>3  ) 
Enfin  pour  cp  = ?  on  a  le  temps  j  4 /-  que 

•    ^  (k^iY^  ^ 

le  mobile  mettra  â  décrire  BEF.  D'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  la  tension  du  fil  pourrait  rester  constante 
pendant  une  durée  double. 

Note. —  On  trouvera  dans  le  t.  V,  p.  SaS,  une  solution 
dont  la  précédente  diffère  assez  notablement. 

Questions  analogues. 

I.  (c  Déterminer  la  courbe  située  dans  un  plan  vertical 
»  sur  laquelle  un  point  matériel  pesant  descendrait  en 
)i  exerçant  dans  toutes  les  positions  une  pression  égale  à 
»  son  poids.  On  fait  abstraction  du  frottement.  » 

En  prenant  l'axe  des  x  vertical  et  duns  le  sens  opposé  h 
la  pesanteur,  on  arrive  sans  difficulté  à  l'équation 


f/y'  y' (if    _      g^ 


^x^y        '-4-r''        -^g-r  — 


c 


y*  désignant  le  rapport  diiférentiel  ~  9  ^  la  gravité  et  c 

une  constante  à  déterminer  d'après  la  vitesse  du  mobile 
dans  une  certaine  position.  L'intégrale  de  cette  équation 
est 

A  étant  une  constante  arbitraire.  De  là  et  de 


j  =  xx'—  /  xdx\ 


on  déduit 


y^(^J:-^S^|y'^^jiy^six^J'n\l-¥y^)dy\ 


(,>o4). 

Si  l'on  pose  j'  =  tangcf ,  Tintégrale  comprise  dans  cette 

équation  se  ramène  à  / — — ?  qui  s'obtient  par 

une  formule  connue,  et  on  a  en  fonction  de  la  variable 
auxiliaire  cp 

/  c         2A\  A   sincp        aA  i  +  sin«       _ 

2  g  cas*  f 

B  désignant  encore  une  constante  arbitraire  qui  sera  dé- 
terminée ainsi  que  A  par  une  position  du  mobile  et  la  di- 
rection de  sa  vitesse  dans  cette  position. 

II.  «  Déterminer  la  courbe  située  dans  un  plan  ver- 
»  tical,  telle  qu'il  y  ait  un  rapport  constant  entre  la  près- 
n  sion  exercée  sur  cette  courbe  par  un  point  matériel 
»  astreint  à  la  décrire,  et  la  force  centrifuge  due  au  mou- 
)}  vement.  On  fait  abstraction  du  frottement.  » 

L'origine  des  axes  étant  sur  la  courbe  et  l'axe  des  j 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  en  désignant  la  gra- 
vité par  g*,  la  vitesse  du  point  matériel  à  l'origine  par  a, 
Tangle  que  la  direction  de  cette  vitesse  fait  avec  l'axe  des 
r  par  a,  et  le  rapport  constant  par  A,  on  a 

flx  dKT       dr  d^Y  dr        f dxV'       fdrV 

et 

dx  d^jr        dy  d^x  dx 

'37  ^dF  '"dt  HF  ^  ^  dF^ 


d'x 
1 


or  djc    d^  t 

où  a  tient  Heu  de     _f     •  Par  Télimination  de  ~i  -j- 

*                               izïik  dt      dt 

entre  ces  équations  on  obtient 


>:         9.sr  -\-  a-    \  dt  I        '^ 


(  2o5  ) 
qui  se  ramène  à  une  équation  linéaire  en  posant 

dt        ^  '  de        1  dy 

L'intégrale  assujettie  aux  conditions  du  problème  est 


(^)'= 


It  x—t 


^gy  +  «*  —  «  ^  cos'a.(2g'/  4-  a^)-       ^. 


De  cette  équation  et  de  la  seconde  de  celles  qui  précè- 
dent, on  tire 

^  cos'a.(2g/-|-a')        ^, 


(ê)=- 


et  il  n*y  a  plus  qu^à  diviser  membre  à  membre  pour  avoir 
l'équation  difierentielle  de  la  courbe  demandée 

a  ^   cos^  a 

L'intégration  sWfectue  facilement  dans  les  cas  sui- 
vants : 

1^  jx  =  g,  ce  qui  suppose  A  =  o.  —  Parabole  comme 
dans  le  cas  d'un  point  libre. 

a^  ^  t=s  agr,  ce  qui  suppose  A  =  —  —  Chaînette  dont 

la  concavité  est  tournée  du  côté  desj^  positives. 

3®  fi.  = — gy  ce  qui  suppose  A  =  a.  —  Courbe  ana- 
logue a  la  cycloïde,  convexe  du  côté  des  y  positives. 

On  peut  discuter  généralement  Téqu a tion  diiTéreutielle 
en  distinguant  les  deux  cas  de  /tz  ^  o  et  de  |ui  <^  o  :  dans  le 
premier,  on  a  des  courbes  infinies  comme  la  parabole  et 
la  chaînette^  dans  le  second,  des  courbes  limitées  comme 
celle  qui  répond  à  fz  :=  —  g. 


(  ao6  ) 

iSote,  —  La  qoesiion  I  a  été  proposée  dans  te  tome  II 
des  Suppléments  aux  Actes  de  Leipsig,  par  BernouUi, 
professeur  à  Groningue.  Une  solution  par  le  marquis  de 
THôpital  se  trouve  dans  les  Mémoires  de  T Académie  des 
Sciences  p«ur  Tannée  1700. 


mmm  de  u  question  79, 

Par  m.  J.  DE  VIRIEU, 

De  rinstitution  Poncin,  à  Lyon. 


1.  Cette  question,  proposée  à  la  page  4^4  du  t.  11^ 
est  par  erreur  numérotée  67,  le  n**  67  se  trouvant  à  la 
page  3a6. 

On  trouve  dans  V Analyse  des  infiniment  petits  du 
marquis  de  l'Hôpital,  section  XI,  exemple  III,  la  question 
suivante  : 

((  Un  voyageur  partant  du  lieu  C  pour  aller  au  lieu  F 
»  doit  traverser  deux  campagnes  séparées  par  la  ligne 
»  droite  AB-,  on  suppose  qu'il  parcourt  dans  là  campagne 
)#  du  côté  de  C  Tespace  a  dans  le  temps  c,  et  dans  l'autre, 
»  du  côté  de  F,  l'espace  b  dans  le  même  temps  c.  On  de- 
>»  mande  par  quel  point  E  de  la  droite  AB  il  doit  passer 
»  afin  qu'il  emploie  le  moins  de  temps  qu'il  est  possible 
»  pour  aller  de  C  en  F.  » 

On  propose  de  déterminer  le  nombre  des  solutions  et 
de  discuter  complètement  le  problème,  le  marquis  de 
l'Hôpital  s'étant  borné  à  former  Téqualton. 


3.  Posons 


r  c 


(  îi07) 
a  et  S  seront  les  vitesses  respectives  du  voyageur  dans  la 
campagne  du  côté  de  C  et  dans  la  campagne  du  côté  de  F, 
ou  bien  les  vitesses  de  départ  et  d^arrivée.  Soient  f  y  g 
les  distances  absolues  des  points  F,  C  à  la  ligne  de  sépa- 
ration; F',  C  leurs  projections  sur  cette  ligne,  et  â  la 
distance  mutuelle  de  ces  projections. 

Les  quantités  a,  6,  y,  g  sont  positives,  non  nulles, 
d  est  positif  ou  nul. 

3.  Prenons  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires la  projection  G  du  point  de  départ  sur  la  ligne  de 
séparation,  et  cette  même  ligne  pour  axe  des  abscisses; 
supposons  de  plus  que  les  demi-axes  soient  cboisis  de 
telle  sorte  qu^aucune  des  coordonnées  du  point  F  ne  soit 
négative. 

Si  Ton  désigne  par  x  Tabscisse  d'un  point  quelconque 
Dde  la  ligne  de  séparation,  on  aura 


Absoiasas. 

Ordoonéeft. 

C 

G 

—  ë 

F 

-h^ 

-f-/ 

D 

.r 

o 

d'où 

CD  =  yjx'^g\     DF  r=  v^(^4-ar)»-H/% 

et  pour  l'équation  de  la  droite  CF,  j'^  x*  représentant 
.les  coordonnées  courantes, 


ou 


ë  -*-/  /  ^.         ë     ^  \ . 


d  OÙ  l'on  voit  qu'en  désignant  par  6  le  point  où  cette 


(    308   ) 

droite  coupe  la  ligne  de  séparation  — ^—^^  est  Tabscisse 
de  ce  poÎDt* 

4.  Soit  T  le  temps  employé  pour  parcourir  la  lîg[nc 
brisée  CDP,  on  a  . 


-■ 


a  Ç 

r/T        I  JP  I  $  —  X 


d.T 


a  V^j:=4-gr2        e   ^/(5  — .r)'4-/' 


Pour  toutes  les  valeurs  réelles,  finies  ou  nulles  de  x,  les 


trois  fonctions  T,  -r— ^  --r-j^  sont  continues  et  la  dernièn 


toujours  positive. 

La  fonction  T  ne  comporte  pas  de  maximum  fini  et  ne 
peut  comporter  qu'un  seul  minimum,  qui  sera  un  mini- 
mum absolu;  ce  minimum^  s'il  existe,  correspond  à  une 

valeur  réelle  de  x  pour  laquelle  —  s'annule  ;   la  forme 

de  cette  dernière  fonction  montre  que  pour  cette  valeur 
de  la  variable  les  fonctions  x  et  â  —  x  doivent  être  ou 
toutes  deux  nulles  ou  toutes  deux  de  même  signe. 

Il  en  résulte  que  si  T  peut  être  un  minimum^  la  va- 
leur correspondante  de  x  est  une  des  racines  réelles  de 

(A)  ,      ^^    ^  I      (s—xy 

pour  laquelle  les  fonctions  x^  â  —  x  sont  ou  toutes  deux 
nulles  ou  toutes  deux  de  même  signe. 

-5.  Examinons  le  cas  particulier  où  d  =  o.    I^'équa- 


(  ao9  ) 
tion  (A)  devient 


(B) 


X*  I      -    .1^ 


a»  ar»-+-gr*        6»  Jr»-H/' 


et  les  fonctions  x^S  —  a:  se  réduisent  à  +  jc,  —  x,  fonc- 
tions qui  ne  peuvent  être  toutes  deux  de  même  signe, 
mais  qui  sont  toutes  deux  nulles  pour  x  =  0}orx=:o 
est  racine  de  Téquation  (B).  Donc  T  a  dans  ce  cas  une 
valeur  minimum  correspondant  k  x  =  0, 

Cette  valeur  minimum  est 

Donc  lorsque  le  lieu  de  départ  et  le  lieu  d'arrivée  se 
trouvent  sur  une  même  perpendiculaire  &  la  ligne  de  sé- 
paration, pour  que  le  trajet  soit  le  plus  court  possible,  il 
faut,  quelles  que  soient  les  vitesses  de  départ  et  d^arrivée, 
que  le  voyageur  suive  la  droite  qui  joint  le  point  de  dé- 
part au  point  d'arrivée. 

6.  S  n'étant  pas  nul,  les  fonctions  a:,  d  —  a:  ne  peu- 
vent être  ni  toutes  deux  nulles,  ni  toutes  deux  négatives  \ 
elles  sont  toutes  deux  positives  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  o  et  9.  H  en  résulte  qu'en  posant 

T  ne  sera  susceptible  de  minimum  qu'autant  que  l'équa- 

lion 

(C)  F  (^)  =  I 

aura  une  racine  comprise  entre  o  et  i. 

Ann,  de  Uathémat.,  a«  série,  t.  l«r.  (Jq|„  jgg,  j  I^ 


(    2IO   ) 

7.  On  a 

F  (x)  =:  o,  F  (x)  =  4-  00  1  et  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  o  et  o,  r  (  jc)  et  ■  sont  continues  et 

positives. 

Si  donc  on  fait  croître  x  d'une  manière  continue  de  o  à 
d,  F  (a:)  croit  d'une  manière  continue,  constamment  et  in- 
dëfiniment  à  partir  de  zéro,  et  passe  ainsi  par  toutes  les 
valeurs  positives  possibles.  Entre  o  et  3^  il  existe  donc 

une  valeur  de  x  et  une  seule  pour  laquelle  F  {x)  =  -r^- 

P 

L'équation  (C)  a  une  racine  et  une  seule  entre  o  et  â. 

8.  Si  l'on  remarque  que  F  (  -^ —  J  j  =  i,  on  formera 
le  tableau  suivant  : 

X  croissant  de  o  à  ^        ^^  ^  («^)  positif,  plus  petit  que  i,  croît 

^  constamment; 

a 

X  croissant  de -rr^ — ^à  ^,  F(x)  positif ,  plus  grand  que  i, 

^  croit  constamment  et  indéfini- 

ment. 

9.  Si  Ton  désigne  par  \  Tunique  racine  de 


^^ (J  — j:)»^/»_a> 


(.r— J)»  x'H-g'  6 


(an  ) 
qui  aoir  comprise  entre  o  et  if^  on  aura 

ç  s£  -jr?.  I  j  sinyant  que  a  =  0 ; 

^~—  J  e«l  d^àilleurs  l'abscisse  du  point  G  où  la  droite  CF 
coupe  la  ligne  de  séparation. 

10.  Résumé,  —  Lorsque  la  droite  qui  joint  les  poiots 
de  départ  et  d'arriTée  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
séparation,  c'est  une  droite  que  doit  suivre  le  voyageur 
pour  que  le  trajet  soit  le  plus  court  possible. 

Dans  tout  autre  cas,  le  point  E  où  le  voyageur  doil 
franchir  la  ligne  de  séparation  est  toujours  situé  entre  les 
projections  sur  cette  ligne  des  points  de  départ  et  d'arri- 
vée, savoir  : 

Entre  la  projection  du  \ 
point  de  départ  et  le  \  vitesse  de  départ  ^  vitesse  d'arrivée, 
point  G ; 

An  point  G  lui-même..  |  vitesse  de  départ  ==  vitesse  d'arrivée. 

Entre  le  point  G  et  la 
projection  du  point  \  vitesse  de  départ  ^  vitesse  d'arrivée, 
d'arrivée 

Sa  distance  à  la  projection  du  point  de  départ  est  l'u- 
nique racine  de 

(E)        _£_.(£iifn±£:=^, 

qui  soit  comprise  entre  o  et  d. 

11.  La  ligne  de  plus  court  trajet  n'est  une  ligne  droite 
qae  dans  les  deuic  ca^  suivants  : 

i*^  Lorsque  les  points  de  départ  et  d'arrivée  sont  sur 
une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  séparation  ; 

«4- 


(  a«a  ) 

a®  Quand  les  vitesses  de  départ  et  d^arrivée  sont  égales. 

L^équation  E  n^ajant  qu'une  seule  racine  comprise 
entre  o  et  S  y  cette  racine  peut,  quand  les  données  sont 
numériques,  être  obtenue  avec  toute  l'approximation  dé- 
sirable, par  la  méthode  des  substitutions  successives. 

12.  Par  le  point  E,  déterminé  comme  il  a  été  dit  au 
n"  10,  menons  à  la  ligne  de  séparation  une  perpendicu- 
laire indéfinie  C|  EFt ,  Ci  étant  de  même  côté  que  C  ;  Ft 
de  même  côté  que  F  par  rapport  à  AB. 

Posons 


on  a 


d'où 


5  *  — Ç 

tang(p=:~)      tangu=- — - — « 

ë  * 

cos'  ^ 


L'identité 


devient 


/g'/»siD>\ 

\cos*^  cos^w/       sin'  f a'  ^ 

\C0S'f  COS^tt»/ 

les  angles  aigus  cd^  cp  dépendent  de 

^  -      sin»      ec 

^tangy4-/tange»  =  ^,     -^=p- 

Si  l'on  adopte  le  principe  de  moindre  action,  rëquation 

sîn^      a 

SÎDft»         € 


(  «3  ) 
semble  exprimer  qae  Findice  de  réfraction  pour  deux 
milieux  différents  est  égal  au  rapport  des  vitesses  avec 
lesquelles  la  lumière  s  y  meut. 


SUR  TROIS  CARRÉS, 
LORStnilS  SONT  EN  PROGRESSION  ARITHMÉTIOlISr 

Pab  m.  Ad.  GUIBERT. 


U  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  trois  carrés  qui  peu- 
vent être  en  progression  arithmétique  ;  nous  présentons, 
dans  ce  qui  suit,  quelques  propriétés  concernant  ces 
nombres  et  les  progressions  auxquelles  ils  appartiennent. 

I.  —  Si  trois  carrés  sont  en  progression  arithmétique^ 
leur  différence  est  un  multiple  de  2*  X3« 

En  divisant  ces  carrés  par  le  plus  grand  commun  divi* 
seur  de  deux  quelconques  d'entre  eux,  on  obtient  trois 
carrés  a*,  &*,  c*  en  progression  aiithmétique  ^  Fégalité 
ii*-|-  c*  =:  a  i*  prouve  qu'ils  sont  premiers  entre  eux,  deux 
à  deux,  de  la  forme  8A+  i,  et  aussi  de  la  forme  3A^+i  ; 
leur  différence  4* — a*  est  donc  divisible  par  a'x3. 

Voici  des  exemples  : 

(127)%  (i45)%  (i6i)%    ^'  —  fl^  =  2^x3^X17, 
{i6i)%  (229)%  (281)',    *'— /î*  =  2^x3x5xi3Xi7, 
(271)%  (409)',  (5ji)S   ^'  —  û'==2*x3x5x  17X23. 
(433)%  (533)%  (617)',  *»~/i'  =  2'X 3x5^X7X23. 

n.  —  Les  carrés  «*,  i*,  c*,  premiers  entre  eux,  étant 
en  progression  arithmétique^  lu  raison  sera  dit^isible 
par  5,  si  lé  second  carré  n^est  pas  clwisihle  par  5  ;  e£  elle 


(  ai4  ) 

sera  dà^isibh  par  7,  si  aucune  des  carrés  exirgn^es  n^ast 
un  multiple  de  y. 

En  considérant  les  résidus  quadratiques  minima  des 
modules  5  et  7,  et  l'égalité  a'  +  c*  =  a&*,  on  voit  que  si 
l'un  des  nombres  a,  bj  c  est  divisible  par  5,  ce  doit  être  b^ 
que  si  l'un  d'eux  est  multiple  de  7,  ce  ne  peut  être  que 
a  ou  c. 

Supposons'  b  non  multiple  de  5,  Tégalité  précédente 
exige  que  les  résidus  quadratiques  minima  du  module  5, 
relatifs  aux  carrés  a*,  b*^  c*,  soient  égaux;  la  raison  est 
donc  un  multiple  de  5  * 

De  même,  si  aucun  des  nombres  a,  c  n'est  divisible 
par  7,  l'égalité  a*-4-c*r=  aft*  ne  se  vérifie  que  lorsque  la 
raison  est  tm  multiple  de  7. 

Exemples  : 

1,  (29)%  (4i)»,  A*— €i»=2»x3x5X7i 
(23)%  (87)%  (47)»,  fc'-ii'  =  2»x  3X5X7» 

(«7)%  (53)%  (73)%  *»-fl»=2»x3'x5x7- 

m.  .,-*.  Lorsque  trois  nombres  premiers ^  dont  7  ne/ait 
point  partie,  ont  leurs  carrés  en  progression  arithméti" 
que^  la  raison  est  toujoun  un  multiple  de  n^xix  Sxj. 

Cette  proposition  découle  de  la  précédente,  en  obser* 
vant  que  (7)*  n'étant  point,  par  hypothèse,  un  des  trois 
termes  de  la  progression,  (5)^n^est  pas  non  plus  un  de 
ces  termes;  caries  carrés  i,  (5)*,  (7)*  forment  l'unique 
progression  arithmétique  entre  les  carrés  de  trois  nombres 
premiers  dont  l'un  est  5,  et  ces  carrés  sont  exclus^  d'après 
renoncé.  La  raison  sera^  donc  divisible  par  5  X  7* 

IV.  —  Si  les  trois  nombres  a,  b,  c,  premiers  entre  eux, 
ont  leurs  carrés  en  progression  arithmétique,  chacun  des 
nombres  a,  c  est  de  Vune  des^  formes  8Aî4-  i,  SA -1-7, 
h  est  de  Vune  des  formes  8A-+- 1 ,  8A:-+-5. 


(  ai5  ) 
Par  la  r^liuion  de  Téqualion  indéterminée 

on  trouve   les  valeurs  générales  des   nomBres  positifs 
a^byC^  on  parvient  aux  formules 

a  ^sp*  —  y^  —  ^pq     pour    p*  >  9'  +  ^pÇy 
az^q^-^^pq-^p^     pour    p^^q^^^pq* 
b=p^^q\ 
c=::p*'-'q^'i-!ipq; 

;i  et  9  sont  deux  entiers  arbitraires  premiers  entre  eux,  Tun 
pair^  Fautre  impair;  et  comme  nous  supposons  a<^b<^c 
et  que  4* — a*^4P9(A'*"— 9*)?  P  est  plus  grand  que  q^  ces 
deux  nombres  peuvent  toujours  être  pris  positifs* 
Or,  quand  p* — q* — apg  est  positif, 

fl  =  /^»  —  g>  —  2/>g  =  (/>— ^)>  —  27»; 
lorsque  p*  — q* — 2pq  est  négatif, 

a  =  g'-h  2pq  — /?»  =  [p  —  ^9)*  —  ^{p—  ^qYf 
tirailleurs 

c=p^  —  y*  +  iipq  =  {p-^qy — 29»; 

a  et  c,  de  la  forme  x* — 2j^*,  sont  donc  chacun  de  Tune 
des  formes  8A:4- 1,  8^4-7,  puisque  y  peut  être  pair  ou 
impair. 

Quant  à  6=p*+^*,  il  est  manifestement  de  Tune  des 
formes  8 A+I9  8^-+- 5. 

V.  —  //  ny  a  que  deux  progressions  arithmétiques 
dont  trou  termes  consécutifs  sont  ries  carrés,  si  la  raison 


(ai6) 

U  suffit  de  considérer  le  cas  oA  les  trois  carrés  sont  pre- 
miers entre  eux. 

La  proposition  se  justifle  par  la  résolution  de  Té- 
quation 

pg{p—g)(p  +  g)  =  1lX3xS>:^, 

où  les  facteurs  p^fj^p — q,  p-hif  du  premier  membre 
sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

Lorsque  ç  est  pair,  cette  équation  est  résolue  en  pre- 
nant g  =  2y  p:=5]  elle  n'admet  aucune  autre  solution  : 
de  là,  les  trois  carrés  en  progression  arithmétique 

'»  (29)%  (40'- 

q  étant  impair,  l'équation  n'est  résolue  que  par  4f=if 
^  =  6,  ce  qui  donne  les  trois  carrés 

(a3)',  (37)S  (47)'. 

n  est  à  remarquer  que  i,  (29)*,  (4t)*  sont  les  carrés  de 
trois  nombres  premiers,  ainsi  que  (a3)*,  (37)*,  {47)*« 

VL  —  Si  Von  prolonge  au  delà  du  troisième  carré  la 
progression  arithmétique  dont  les  trois  premiers  termes, 
premiers  entre  eux,  sont  a*,  i*,  c',  le  n**"*'  terme  sera 
un  carré ^  1°  quand  on  prendra  9=it  ^p^=^n  —  25 
2®  lorsqu'on  fora  ^=2,  p=n —  2. 

Le  n*^""  terme  est'  représenté  généralement  par 

ip'  -f-  q'Y  4-  4  («  -  2  )/>9  (p'—g')  ; 

if  est  identiquement  égal  à 

[/?'  +  2(ii  — 2]<7/?—  (2/1»— 8/i-f-  7)^^]' 
-h4(«--i)(''-2)(/i  — 3)[2/;— (/r-2)i7]^^; 

smis.  cette   l'orme,  on  voit  qu'il   se  réduit  à  un  carrée 


(  a>7  ) 
û  %p — (/» — 9)  i^  =  o,  ce  qui  donne,  pour  p  et  q^  seule- 
ment les  valeurs  spécifiées  dans  Ténoncé. 
Voici  le  tableau  des  progressions  dont  il  s'agit  : 

/»  =  2,  I,  (5)*,  (7)»,...,  Ie6' termeest  (n)S 
/ï  =  4^  (7)%  (17)»;  (a3)%...,leio-tcrroeesl(47)% 
/»  =  6,  (23)%  (87)%  (47)S . . . ,  le  i4*  termeest  (107)», 
/>  =  8,(47)S  (65)%  (79)%...,Iei8*^termeest(i9i)% 

9  =  2; 

/>  =  3,  (7)',  (i3)%  (17)%...,  leSMermeest  (23)% 
p  =  5,  1,  (29)%  (4i)%...,  le7Mermeest  (71)% 
/'  =  7>  {'7)S  (53)%  (73)%...,  le9Mermeest(i43)% 
^  =  9,  (40%  (85)%  (ii3)%...,  leii'termeesl  (239)% 

Lorsque  9=1,  le  troisième  terme  de  chaque  progres- 
sion est  égal  au  premier  terme  de  la  progression  suivante  ; 
quand  ^  =  2,  il  en  est  de  même  des  progressions  dont  les 
rangs  sont  impairs  et  de  celles  où  les  rangs  sont  pairs. 

Nous  allons  donner  re:8:plication  de  ces  particularités^ 
en  indiquant  comment,  pour  une  même  valeur  de  ^,  ar- 
bitraire d'ailleurs,  on  peut  former  autant  de  séries  que 
Ton  voudra  de  progressions  arithmétiques  de  trois  carrés 
premiers  entre  eux,  telles  que  dans  chaque  série  le  troi- 
sième terme  d'une  progression  quelconque  soit  toujours 
égal  au  premier  terme  de  la  progression  suivante  : 

Ueicpression  de  la  condition  dont  il  s'agit  est 

on  en  déduit 

;/  =/;  H-  27. 
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D  après  cela,  on  formera  la  première  série  résultant 
de  la  plus  petite  valeur  de  p,  qui  est  9+  i,  en  prenant 
les  valeurs  générales  des  carrés  a*,  i*,  c*,  et  y  faisant 
successivement 

/?  =  7+i,       3y-f-i,       5^4-1,     etc. 

La  seconde  série  dépendra  du  plus  petit  nombre  5,  pre- 
mier avec  q^  mais  plus  grand  que  9+  1  ;  les  valeurs  suc- 
cessives de  p  seront 

Sy        s-^T^q^        5  4-3^,     etc. 

Ainsi  de  suite. 

Les  termes  signalés  comme  des  carrés,  au  delà  des  troi- 
sièmes termes,  dans  les  progressions  relatives  à  ^=  i  et 
à  ^  =  a,  donnent  encore  lieu  à  une  remarque. 

Dans  toute  progression  arithmétique,  si  un  terme  est 
un  carré  u*,  on  peut  trouver  une  infinité  de  termes  qui 
sont  des  carrés,  il  suffit  de  poser 

u*  étant  le  premier  terme,  n  +  y  désigne  le  rang  du  terme 
qui  doit  être  un  carré,  r  la  raison  de  la  progression,  9  un 
entier  positif  arbitraire-,  il  vient,  en  effet, 

Mais,  et  c'est  l'observation  que  nous  nous  proposions  de 
faire,  si  Ton  voulait  employer  ce  moyen  pour  obtenir  les 
termes  carrés  dont  on  a  parlé,  placés  au  delà  des  troi- 
sièmes termes  des  progressions,  (f  devrait  être  fraction- 
naire et  même  pourrait  être  négatif  j  c'est  ce  quHl  s'agit 
de  justifier» 

En  partant  du  carré  (p^  +  q^Yy  on  prendra  pour  le 
j^ihme  terme,  dans  chaque  progression  du  tableau  ci*dessus, 

(/?'  -h  ^'  )'  -+•  («  —  a  )  r  =  (  /?*  -H  ^'  -h  ry  )% 


{  a»9  ) 
dott 

or,  cette  équation  devient  identique:  i^  quand  9=1, 
2p=:n — a,  f  élam  égal,  soit  â  — >  soit  à   ^    ^    *,  2°  lors- 
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UITUOLOGIB  tLtHINTilRE  -  APPLICATION  A  L'ALGÈBRE', 

Pa&  m.  y. -a.  lebësgue, 

Correspondant  de  Tlnstitut. 


Mon  excellent  et  bien  regrettable  ami  M.  Terquem 
affectionnait  les  mots  arithmologue^  arîthmologie :  c'est 
ce  qui  m'a  décidé  k  donner  à  cet  article  et  à  d^autres  qui 
le  spivront,  ]c  titre  qu'il  porte  et  qui  aurait  été  plus  clair 
en  ces  termes  :  Recherches  élémentaires  sur  les  nombres 
efitiers. 

1.  Un  fait  arithmétique  auquel  on  est  conduit  dans 
plusieurs  recherches,  c'est  que  le  produit  de  n  nombres 
entiers  consécutifs  m,  m —  i,  m* — 2, . . .  m-^n-h  i,  ou 
dans  un  autre  ordre  A,  A-H  i ,  A-l-  2, ...,/:■+•  /* —  i ,  est 
divisible  par  le  produit  i.^.'i. , .  n  =  Tln. 

Il  y  a  quelque  avantage  à  le  prouver  comme  il  suit  : 
OQ  a 

x(^-»-i)...(/;-h/»— i)     (/• — i),/-...(x— /?— 2) 

I  .2.  .  •  /l  I  .    2*  .  .  /t 

1.2...  /i  — i) 
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mettant  pour  k  les  nombres  2,  3,. . .,  A:  et  sommant,  il 
vient 

/•(/• -f- 1). . .  (X-H/i  —  i)        i.2...rt 
1 .2.  .  .  /i  1 .2. . .  n 

2.3. ../i  3.4«--^ — I  A-.(A'H-i)...(Xh-« — 2) 

I.2.»./l — I  1.2.../I —  1  1.2... IX — I 

Transposant 

I.2...II  I.2.../I  —  I 

I.2.../I  1.2.  ../I  —  I  ' 


on  a 


1.2.../?  —  I  2.3.../2  3.4>*>^~4~i 


1.2. ../I 1  1.2.  ../I  —  I  1.2. ../I — I 

X(X'4-0...(i5H-/i— 2)       /•.{^-|-i)...(^+/î~2) 

I  .2.  .  .A—-  I  I  .2.  •  ./I 

La  somme  des  termes  du  premier  membre  que  Ton  peut 

indiquer  par  >  ^ s  obtient  en  met- 

tant  un  facteur  de  plus  à  chaque  terme  de  l'expression 

^        .  .       /•.(^-Hi)...(X-+/î  — 2) 

iractionnaire  — • 

1.2...  n —  I 

Si  dans  (a)  on  pose  7t  =  2,   tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  sont  entiers,  par  suite  le  second  membre 

— ^ ^  est  entier.  De  même  pour  n  =  3,  il  suit  de  ce 

qui  vient  d'être  dît  que  tous  les  termes  du  premier  mem- 

bre  sont   enuers,  donc  le  second  — ^ -^ lest 

'  1 .2.3 

aussi,  et  ainsi  de  suite. 

On  pourrait;  en  se  donnant  immédiatement  Féqua* 

tion   (a),  la   vérifier-,    en  ajoutant  à  Vhaque   membre 


(  aal  ) 

^ '- — ^ 9  on  verrait  le  second  membre 

I  .2.  .  .« I 

«  rfduire  à  (^+0(*  +  ^)--(^+^). 

I .2. • • n 

On  pourrait  encore  réduire  les  deux  premiers  termes 
en  un  seul ,  puis  y  joindre  le  troisième  et  réduire  la  somme 
à  un  seul  terme;  et  ainsi  de  suite. 

On  vérifierait  de  même  ces  égalités 

X       xix'^'i)                  x(x-\-  ï) . . ,  Lv  +  n — i) 
H h  -i^ '  H-  ...  -h  — i ^ 

11.2  I  .2.  .  ./I 

i  —  (■r4-i)(j?-H2)...(3?  +  ii) 

\  I .2. . . n 

et  de  même,  ou  par  le  changement  du  signe  de  x, 
I  1.2         •  •  •      V      ;  j  ^^  ^  ^  ^ 

^  '  I  .2.  ...  /l 

2.  Voici  diverses  conséquences  de  la  formule  (a). 
If  ombres  figurés,  —  Posez  les  séries  qui  suivent  : 


(0 

1    y     2y         Oy  •    •    •  y    ITI 

(») 

.    ^     ^          iii(m-hi) 

1  •  ^ 

(3) 

.                          Wl(/ll-+.  l)(lll-+-2) 

(4) 

m(/»H-i)(m-i-a)(w-»-3) 

I,3,Ii,..,                  ,.2.3.4 

et  VOUS  aurez  les  nombres  dits  figurés»  Les  nombres  (i) 
sont  les  nombres  naturels.  Les  nombres  (2)  sont  les 
nombres  triangulaires  ;  on  les  forme  ainsi  :  d'abord  i 
premier  terme  de  (i),  puis  i-+-2  =  3  somme  des  deux 
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premiers  termes  de  (?.),  puis  i  +  2  +  3  ss  6  somme  des 
trois  premiers  termes  de  (1)9  et  ainsi  de  suite.  Les  uom- 
bres  (3)  sont  les  nombres  ^ram/^aux;  ils  se  tirent  de 
(2),  comme  les  nombres  de  (a)  se  tirent  des  nombres  (1). 
Les  nombres  (4)  sont  les  nombres  triatigulo- triangu- 
laires, etc.,  etc. 

Les  termes  générauit  donnent  cette  proposition,  due  a 
Fermât  : 

Multipliez  le  nombre  naturel  m,  par  le  nombre  na- 
turel qui  suit  immédiatement,  vous  aurez  le  double  du 
nombre  triangulaire.  Multipliez  le  nombre  naturel  m 

par  le  nombre  triangulaire du  nombre 

m  -f- 1 ,  vous  aurez  le  triple  du  nombre  pyramidal  dem'^et 
ainsi  de  suite.  Fermât  ajoute  :  «  Nec  existimo  pulchrius 
»  aut  generalius  in  numeris  posse  dari  theorema,  cujus 
))  demonstrationem  margini  inserere  nec  curai  nec 
V  vacat.  »  Du  temps  de  Fermât,  les  notations  incom« 
modes  yoilaient  leê  conséquences  même  assez  immédiates 
des  opérations  indiquées  par  les  formules. 

3.  Voici  d'autres  conséquences  de  l'équation  (a). 

Théoeème.  —  Si  ton  combine  m  lettres  n  à  n  sans 
admettre  la  répétition  d'une  lettre,  le  nombre  des  com- 
binaisons sera 

m  (m —  i)('»  —  2).  .  ,{m — /i4-i) 
I . a. 3. . . A 

Ce  serait 

m  (wi-l-i)  (1W-+-2).  .  ,{m-hn  —  1) 

I #2.0. . .A 

si  Fon  admettait  la  répétition  des  lettres. 

Démonstration.  —  Pour  les  lettres  a,  &,  c, • . . ,  A,  au 
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nombre  de  m,  eu  plaçant  a  devant  a^b,  c,, ,  *^h^  puis  h 
devant  &,  c,  • .  • ,  A,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  les  combinai- 
sons deux  à  deux  en  nombre 

m-^xm —  I) -h  ...  -h  2-h-i  =  — i )\ 

^  '  1.2. 

dans  ce  cas  les  lettres  a^  b^. . .  se  répètent.  Si  Ton  avait 
placé  a  devant  £,  c, .  • . ,  A^  puis  b  devant  c^  d^. .  ,^h^  ei 
ainsi  de  suite,  le  nombre  des  combinaisons  eût  été 

(«— i)+(m  — a)-|-...-+-2-h  I  =  i L-rr— V f, 

'         ^  1.2  1.2 

Dans  ce  cas  il  n^y  a  pas  répétition. 

Des  combinaisons  de  deux  lettres  on  passe  à  celles  de 
trois,  et  ainsi  de  suile. 

Théorème.  —  Le  nombre  des  permutations  des  lettres 

de  la  combinaison  abc. . .  f  de  n  lettres  toutes  diffc^ 

rentes  est 

I  •2.3« .  •  /t=:n/i. 

THéoRÈxE.  —  Le  nombre  des  permutations  des  n  let- 
tres non  toutes  différentes  de  la  combinaison 

aa, .  .abb. , .  bec,  .  ,c, .  .  =  a    b    e  .., 
est  égal  à 

n/i      _n(a-hp-h7  +  .> .) 
na.np.Hy^"     iia.np.ny... 

La  démonstration  du  premier  théorème  est  parfaitement 
connue;  il  suffira  d'indiquer  en  peu  de  mots  celle  du  se- 
cond. Soient  a,  6, ... ,  f\e%  lettres  au  nombre  de  a,  de 
rarrangement 

—  a  —  b  — ...  — / — , 
on  en  tire 

1 .2. .  .a  =  lia 


(  aa4) 
par  la  transposition  des  seules  lettres  a,  6.  • . . ,/  permu- 
tées entre  elles,  et  sans  déplacer  ou  séparer  les  lettres  in- 
diquées par  les  traits.  Donc  si  l'on  a 

les  Ha  arrangements  se'réduiront  à  un  seul,  et  il  faudra 

remplacer  Un  par  —  ^  on  voit  de  même  que  si  j3  autres 

lettres  devenaient  égales  entre  elles,  le  nombre  de  permu* 

lations  serait y  et  ainsi  de  suite.  Chacun  donnera  a 

na.np 

cette  démonstration  les  développements  qui  manquent. 

Théouème.  —  Le  développement  (a  4-  i  4-  c .  . .  -H  A)", 
oà  tes  lettres  a^b,  c,. .  ,^  k  sont  au  nombre  de  m,  a 
mxmx» .  ,m  =  m'*  termes  qui  sont  les  arrangements 
m  à  m  avec  répétition.  Si  Von  rétablit  V ordre  alpha- 
bétique de  manière  à  former  des  combinaisons,  la  com- 
binaison a"  i  c^. . .  où  a-H  (3  4-  /•  •  •  =»  est  prise  un 
nombre  de  fois  égal  à 

n(tt4-P-H7--H.»-) 
na.np  ïly 

Le  terme  général  du  développement  est 

ïia.np.ny... 

m 

sous  la  relation 

«4-  P  4-  y. . .  =/i. 

Le  nombre  des  termes  (  qui  est  celui  des  combinaisons 
avec  répétition  )  est 

m  (m  4-  i) ...  (m  4-  «  —  I  ) 

I  .2.  ,  ./?. 


("5) 

Les  différentes  parties  de  cet  énoncé  sont  évidentes  pau 
ce  qui  précède;  on  peut  ajouter  que  le  nombre  des 
arrangements  n  a  n  sans  répétition  est,  pour  m  lettres, 
m  [m  —  I  )  (m  —  a)  . . .  (/n  —  /i-h  i  ),   au  lieu   d'être 


m.m,  , .  ni  =  m". 


4.  Il  est  naturel  de  passer  du  cas  du  polynôme  à  celui 
du  binôme.  Le  terme  général  du  développement 

est  •    ' 

na.np  ^^ 

Comme  on  a 

n(a4-p)  _  (aH"l)(a4-2).>.(aH-p) 

na.np  "^  1.2.. .p 

OT  (m  —  I  ) .  . .  { iw  —  p  -h  I  ) 

I .2 . . . p 

le  coeflBcient  de  a  &  est  le  nombre  des  combinaisons 
(3  à  ^  de  m  lettres.  C'est  aussi  celui  de  m  lettres  combi- 
nées a  à  a. 

Pour  bien  voir  comment  les  combinaisons  s'introdui- 
sent dans  le  développement  de  (  i  -h  ^r)'",  il  faut  considé- 
rer le  produit 

{i  -H  ax)  (i  +  bx)  (  1  -{-ex), .  .(i  -I-  kx) 

de  m  facteurs.  Si  on  fait  la  multiplication  régiilièrement, 
on  verra  que  af  a  pour  coefficient  la  somme  des  combi- 
naisons I  a  I  des  m  lettres  a,  &,...,  k\  et  quand  on 
posera 

chaque  combinaison  se  réduisant  à  l'unité,  le  coefficient 
dex*  dans  (  t  -t-x)'"  sera  le  nombre  de  combinaisons  de 
m  lettres  i  à  i. 

Ann.  de  Blaihémat.f  7,^  série,  X.  y^^   (Juin  1862).  l5 
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De  même  dans  le  déTeloppemenl  de 


on  verra  comme  il  suit  que  le  coeffcieni  de  x*  est  le 
nombre  de  combinaisons  avec  répétition  de  m  lettres 
prises  I  à  I. 

On  a  identiquement 


iS  -^t  .1-   .     _i_  #»*— »  -■-"—' 


-  =  I  -h  tfx  4-  a'  x'  4- .-.  .  -+■ 

I  — ax 

Supposant  x<^i  et  m  de  plus  en  plus  grand,  on  aura 

=  1  -h  ax  -h  fl  J?M-  •  •  •  • 

I —  ax 

Si  Ton  fait  le  produit  de  m  équations  semblables 

— î-j-  =  1  4-  *x  -H  *»x>  -h . .  . , 
I  — bx 

I 


I  —  ex 
I 


-  =  I  -f-  A^x  -h  ^'  jr'  -f- . . . , 


I  —  kx 

on  verra  que  dans  le  produit  des  seconds  membres  le 
coefficient  de  x*  est  la  somme  des  combinaisons  avec  ré- 
pétition des  m  lettres  a,  i, .  • . ,  /r  prises  ik  i. 
Puis  si  Ton  fait 

az=::b  =^C  ••  ,  srA-sl, 

on  verra  que  dans  le  produit 

» 

le  coefficient  de  x*  sera  le  nombre  de  combinaisons  avec 
répétition  de  m  lettres  i  à  i,  parce  que  chaque  combinai- 
son se  réduira  à  Tunité. 


{  ^^7  ) 
11  faat  remarquer  que  si  dans  (i  — x)'"  on  change  le 
signe  de  m,  on  tombe  sur  la  formule  précédente 

I— x)— =H-OTXH i 'x'-h-^ ^■— ■^JP»4-..  . 

1.2  I .2.3 

N,  B.  Quand  on  combine  des  lettres  avec  répétition, 
s'il  y  a  m  lettres  et  que  Ton  combine  i  à  i  pour  c  [>  m^  la 
répétition  sera  forcée,  mais  dans  les  autres  cas,  parmi  les 
combinaisons,  il  y  en  a  où  des  lettres  se  répèlent,  d'autres 
où  elles  ne  se  répètent  pas.  Dans  Tensemble  des  combi- 
naisons avec  répétition  les  unes  sont  avec  répétition  et  les 
autres  «tns  répétition. 

Les  nombres  de  la  forme 


— —  j/iî,  n) 


m  ^ 

I .2. . .n 


donnent  lieu  à  beaucoup  d'autres  égalités  ;  il  suffira  pour 
le  moment  d'avoir  vu  leur  emploi  daùs  la  théorie  des 
combinaisons  et  dans  le  développement  de  la  puissance 

Dans  un  autre  article  il  sera  prouvé  d'une  autre  manière 
que  le  nombre  (m,,  n)  est  entier,  et  Ton  en  déduira  d'au* 
très  conséquences. 


m  POXGTIOKS  ALGÉBRHIIIES  DE  PLUSIEURS  QUANTITfiS, 

le  lear  bniatioi,  et  des  peruUtieiis  qai  les  Uisseit  iiTariables; 

P^  M.  MATHIJEU, 

Professeur. 


Supposons  une  fonction  de  n  quantités  a,  i,  c,  ...,  /, 

i5. 


(    2!à8   ) 

et  remplaçons-y  les  lettres  a^  b^  c^  ..  ,^  k^  l  respecti- 
vement par  les  lettres  â',  V^  c\  ...,//,  /'  qui  sont  sup* 
posées  être  les  mêmes  lettres  dans  un  ordre  différent,  la 
fonction  deviendra 

et  Ton  dît  que  Ton  a  fait  sur  la  fonction  donnée  la  substi- 
tution 


fa   h  c  d  ...   k  l  \ 

\clh' e d!  ,,.k' rY  ^" 


Considérons,  par  exemple,  la  fonction  des  quatre  quan< 
tités  a^  i,  c,  d^ 

faisons  sur  cette  fonction  la  substitution 


fa  h  c  d\ 
\d  a  h  c) 


cette  fonction  sera  changée  en  celle-ci  : 

et  la  fonction  a  changé  de  valeur.  Faisons  encore  sur  la 
fonction  ab*-hcd*  la  substitution 


/a  b  c  d\ 
\c  d  a  b) 


(*)  n  serait  plus  natavel  de  donner  anx  expressions 

ah  c  d...  l      et      a'  è'  c'  d'...  V 

le  nom  de  dispositions  on  nn  antre  nom  analogue,  a6n  de  réserrer  le  nom 
de  permutation  h  Topération  qui  consiste  à  permuter  les  lettres  de  la 
fonction  ;  car  le  mot  de  substitution  ne  rappelle  pas  que  les  lettres  pri- 
mitives et  les  lettres  substituées  soient  les  mêmes  k  Tordre  prés. 


(  329  ) 
nous  aurons  la  fonction 

et  Ton  voit  que  par  cette  seconde  substitution  la  fonc- 
tion n^a  pas  changé  de  valeur* 

Disposons  les  lettres  a,  i,  c,  .  • . ,  /  sur  un  cercle,  et 
dans  Tordre  suivant  lequel  elles  sont  énoncées;  puis  met- 
tons chacune  d'elles  à  la  place  de  celle  qui  la  précède, 
nous  aurons  fait  sur  ces  lettres  une  substitution  qui  est 
dite  circulaire;  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  repré- 
senterait cette  substitution  par  Texpression 


ra  b  c  d  ,..   l\ 
\b  c  d  e  a  ) 


mais  on  Técrit  plus  simplement  dans  une  seule  ligne 

(a  b  c  d  . , .  /). 

Soit  par  exemple  la  fonction 

ab  -f-  cdy 

faisons  la  substitution  circulaire 

fabcd\ 

et  nous  aurons  la  nouvelle  valeur 

be'-\'da'y 
faisons  ensuite  sur  ab  -f-  cd  la  substitution  circulaire 

et  nous  trouvons  la  valeur 

cd-^ba  - 
qui  est  identique  à  1^  valeur  considérée. 


(  aio  ) 

•  Toute  substitution,  si  elle  n^eBl  pas  circulaife«  peut 
être  décomposée  en  un  certain  nombre  de  substitutions 
circulaires. 

En  eilet,  soil  S  une  substitution  quelconque  et  a  une 
lettre  qui  en  fait  partie;  cette  substitution  remplacera  la 
lettre  a  par  tune  certaine  autre  lettre  que  nous  appelle- 
rona  b  ;  cette  substitution  remplace  la  lettre  b  elle-même 
par  une  autre)  si  cette  lettre  est  a,  la  substitution  S  ren- 
ferme la  subs^tittttion  circulaire  {ab).  Si  au  contraire  S 
remplace  b  par  une  lettre  c  dîfTérente  de  a,  mais  qu^elle 
substitue  à  c  la  lettre  a,  la  substitution  S  contient  la  sub- 
stitution circulaire  [abc).  Imaginons  que  Ton  poursuive 
cette  manière  d'opérer,  et  il  est  évident  que  la  lettre  a 
fait  partie  d'une  substitution  circulaire  contenue  dans  la 
substitution  S.  Soit/*  une  lettre  qui  n'appartienne  pas  è 
cette  substitution  circulaire  et  qui  soit  permutée  par  S; 
on  trouvera  de  même  la  substitution  circulaire  dont  f 
fait  partie.  Et^insi  de  suite. 

Ainsi  prenons  pour  exemple  la  substitution 


f  a  h  c  d  e\ 
\c  e  a  h  d)'^ 


elle  peut  se  décomposer  en  les  deux  substitutions  circu- 

culaires  ^ 

(a  e),      [b  e  d). 

Considérons  encore  la  substitution 

;  /abcdc/ghf  A\^ 

^   ^  \b  d  h  c  g  e  k  afij' 

elle  peut  se  décomposer  en  les  deux  substitutions  circu- 
laires 

[a  b  de  h)       {e  g  A' if). 

Les  substitutions  circulaires  en  lesquelles  se  décompose 


(a3i  ) 

nne  sabstiluiion  quelconque  5onl  appelées  les  cycles  de 
la  substitution .  Si  le  nombre  des  lettres  de  chacun  des 
cycles  d'une  substitution  est  le  même,  la  substitution  est 
dite  régulière^  ainsi  la  substitution  (a)  est  régulière, 
parce  qu'elle  se  décompose  en  deux  cycles  qui  renferment 
tous  deux  cinq  lettres. 

n  est  clair  que  si  une  fonction  est  invariable  par  deux 
substitutions  A  et  By  elle  est  invariable  par  la  substitution 
que  l'on  obtient  en  faisant  d'abord  la  substitution  A, 
ensuite  B  \  ainsi,  par  exemple,  la  fonction  ab  +  cd  est 
invariable  par  chacune  des  deux  substitutions 

(a  b),       [a  c  h  d); 

si  on  effectue  la  première,  puis  la  seconde,  on  se  trouve 
avoir  fait  la  substitution 

fa  b  c  à\ 

qui  laisse  invariable  la  fonction  ab  +  cd. 
Soient 

A,  U,   Vjy    •  .  .  ,   %i 

différentes  substitutions  effectuées  sur  les  n  lettres  d*une 

fonction 

F  (fl,  6,  c,   . . . ,  /), 

et  qui  laissent  cette  fonction  invariable  \  si  nous  faisons 
successivement  dans  un  ordre  quelconque  quelques-unes 
de  ces  substitutions,  nous  obtiendrons  en  général  d'autres 
substitutions,  qui  laisseront  la  fonction  F  invariable; 
toutes  les  substitutions  ainsi  formées  sont  appelées  les 
dénuées  des  substitutions  A,  B,  . . . ,  G.    On  considère 

(abc  ...   l\ 
\a  b  c  ...    // 

comme  faisant  partie  de  ces  substitutions  dérivées. 


(  a3a  ) 
AÎDsi,  par  exemple,  soient  les  deux  substitutions 

(p)  (ab)  [cd),       (ad)  {bc), 

qui  laissent  invariable  la  fonction 

(a^b)  (c  — £/). 

On  voit  facilement  que  toutes  les  dérivées  des  substitu- 
tions (p)  sont  les  quatre  substitutions 

et  ces  quatre  substitutions  laissent  invariable  la  fonction 
{a-b)(c-d). 
Si  sur  la  fonction 

(7)  F(a,  b,  c,  ...,./) 

on  fait  les  M  substitutions  qui  la  laissent  invariabhe,  on 
obtient  M  valeurs  égales  de  cette  fonction,  savoir  F,  Fi^ 
Ff,  . . . ,  F|i_i. 

Faisons  ensuite  sur  la  fonction  (7)  la  substitution 


(a  b  c  . , .  i\ 


qui  change  cette  fonction  ;  a!^  V  ^d^  ...»  /'  sont  par  con- 
séquent les  lettres  a,  &,  c,  . . .  ^  /  prises  dans  un  autre 
ordre;  nous  aurons  la  fonction 

(*)  F(«',  b',  c\  ....  l'y, 

changeons  dans  les  M  substitutions  qui  laissent  la  fonc- 
tion (y)  invariable  les  lettres  a,  &)  c,  ...,/,  respective- 
ment en  a!^  V^d  ^  . . .  ^  V  et  nous  aurons  M  substitutions 
qui  laissent  la  fonction  (d)  invariable,  et  si  on  les  effec- 
tue sur  la  fonction  (d),  on  obtient  M  autres  valeurs  égales 


(  a33) 
F',  F,,  P,,...,FJ|_i.  On  voit  d'après  cela  que  les  1.2.3...  n 
valeurs  que  Ton  obtient  en  permutant  les  n  lettres  a,  &, 
c,  ...  y  /dans  la  fonction  {y)  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles sont  égales  M  à  M,  et  que  le  nombre  des  valeurs 

distinctes  de  la  fonction  (y)  est  égal  à  — ^ — '    '    '    ?  et,  par 

conséquent,  à  un  diviseur  du  produit  x .  a .  3  • . .  /i. 

Des  fonctions  transitives. 

On  appelle  fonction  transitivfe  une  fonction  dans  la- 
quelle on  peut  faire  occuper  à  une  lettre  quelconque  telle 
place  que  Ton  veut,  sans  que  la  fonction  change  de  va- 
leur, à  la  condition  de  faire  occuper  à  toutes  les  autres  des 
positions  convenablement  choisies. 

Une  fonction  qui  n'est  pas  transitive  est  dite  intransi- 
tiue. 

Prenons  pour  exemple  la  fonction  de  quatre  lettres 

ah-\-  cd*; 

on  voit  immédiatement  que  cette  fonction  est  i  n  transi  tive  ^ 
car  il  est  clair  que  si  l'on  met  a  à  la  place  de  e,  quelles 
que  soient  les  places  occupées  par  les  trois  autres  lettres, 
la  fonction  changera  de  valeur. 
On  voit  encore  que 

ab^  -h  cd* 

est  une  fonction  intransitive,  car  on  ne  peut  amènera  à 
la  place  de  b  sans  changer  sa  valeur. 

Montrons  maintenant  des  fonctions  transitives.  Toute 
fonction  symétrique  est  évidemment  transitive;  ainsi, 
par  exemple,  la  fonction  symétrique 

a  -f-  b-{-c  H-  d 


(  u34  ) 

est  transitive;  mais  il  existe  d'autres  fonctioas  transitives 
que  celles  qui  sont  symétriques.  Une  fonction  est  en  effet 
transitive  toutes  les  fois  qu'elle  est  invariable  par  une 
substitution  circulaire  effectuée  sur  toutes  ses  lettres. 
Ainsi,  par  exemple,  soit  la  fonction 

(i)  ab'c'd^'h  bc^ d^ a*  -h  ed* a^  b*  ■^dà'b^&, 

qui  est  invariable  par  la  substitution  circulaire 

[abcd]\ 

faisons  cette  substitution  sur  cette  fonction  une  fois,  deux 
fois,  trois  fois,  nous  obtiendrons  trois  valeurs  égales  à  la 
fonction  (i)  et  qui  se  présenteront  de  la  manière  sui- 
vante : 

bc^d^  a'  -f-  cd^  a*  b*  4-  da*  ^»  c*  4-  ab^  c»  d*, 

cd^a^  b*  4-  da^  b^  c*  -f-  ab^  c»  d* -h  bc'  rf»  a^, 

da^  6'  c*  -h  ab'  c^  d' -^  bc^  d*  a*  H-  cd'  a»  b\ 

Or,  en  agissant  ainsi,  on  amène  dans  la  fonction  (i)  à  la 
place  de  la  lettre  a  successivement  b^  Cy  d\ei  k  la  place 
de  b  successivement  c^dy  a,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  donc 
évident  que  la  fonction  (1)  est  transitive. 

Du  reste,  une  fonction  peut  être  transitive  sans  être 
invariable  par  une  substitution  circulaire  effectuée  sur 
toutes  les  quantités  qu'elle  renferme.  Par  exemple,  il  es( 
aisé  de  voir  que  la  fonction 

(a--b)[c  —  d} 

est  changée  par  toute  substitution  circulaire  effectuée  sur 
les  quatre  quantités  a, ^6,  c,  d,  et  cependant  elle  est  ti*an- 
sitive. 

Mais,  lorsque  le  nombre  des  quantités  renfermées  dans 
une  fonction  transitive  est  premier,  cette  fonction  est 
nécessairement  invariable  par  une  substitution  circulaire 


(235  ) 

effectuée  sur  toutes  les  quantités.  Nous  avons  démontré 
œ  théorème  dans  le  Journal  de  M.  Lioui^i/le,  année 
1861,  p.  3o4. 

n  est  facile  de  reconnaître  que  le  nombre  des  valeurs 
distincts  d^une  fonction  transitive  de  n  lettres  est  le 
même  que  si  cette  fonction  était  considérée  comme  fonc- 
tion de  n  —  1  lettres,  c'est-à-dire  que  si  Ton  supposait 
une  lettre  immobile.  Considérons,  en  efTet,  une  fonction 
transitive  de  n  lettres 

et  supposons  que  l'on  ait  fait  sur  ses  lettres  toutes  les  per- 
mutations possibles.  Nous  pourrons  ensuite,  dans  toutes 
les  fonctions  ainsi  obtenues,  et  dans  lesquelles  la  lettre  a 
ne  sera  pas  à  la  première  place,  Tamener  à  cette  place, 
pourvu  que  nous  déplacions  convenablement  les  autres. 
Toutes  les  valeurs  se  réduisant  à  des  fonctions  dans  les- 
quelles a  occupe  la  première  place,  il  est  clair  que  la  fonc- 
tion .F  acquiert  toutes  ses  valeurs,  considérée  comme 
fonction  des  n  —  i  lettres  b^c^  d^. ,  ,^  L 
Reprenons  la  fonction  transitive  de  quatre  lettres 

(2)  (a^b)(c^d); 

cette  fonction  acquiert  toutes  ses  valeurs  distinctes,  si  on 
laisse  a  immobile  et  si  Ton  permute  les  trois  quantités 
by  c,  d.  D'ailleurs  les  i  .  2  •  3  =  6  permutations  que  l'on 
peut  faire  sur  i,  c,  £/ donnent  toutes  des  valeurs  distinctes  ; 
donc  la  fonction  (2)  a  six  valeurs. 

Des  fonctions  plusieurs  fois  transitii^cs. 

Il  arrive  quelquefois  qu'une  fonction  transitive  de  n 
lettres  est  encore  transitive  par  rapport  à  n — 1  de  ces 
lettres,  et  l'on  dit  alors  que  la  fonction  est  deux  fois  tran- 


(  ^^6  ) 

sitive.  Si  cette  fonction  est  encore  transitive,  considérée 
comme  fonction  de  n  —  2  lettres  prises  parmi  les  n  —  i 
précédentes,  on  dit  que  la  fonction  est  trois  fois  transi  tive, 
et  ainsi  de  suite. 

On  voit  par  là  qu'une  fonction  fx  fois  transitive  ac^ 
quiert  toutes  ses  valeurs  considérée  comme  fonction  de 
n — (jL  lettres  seulement.  Considérons  la  fonction  des  cinq 
lettres  a,  b^  e,  J,  e  : 

(3)     {ad-hbc)  (ab'hce)(ac'^bd)  (ac-\-'de)  (af-hbe); 

on  vérifie  qu'elle  est  invariable  par  la  substitution  cir- 

cularre 

(abcde)  ; 

donc  cette  fonction  est  transitive  et  acquiert  toutes  ses 
valeurs  par  les  permutations  des  quatre  lettres  a,  6,  c,  d. 
On  peut  ensuite  vérifier  que  cette  fonction  est  invariable 
par  la  substitution  circulaire 

(abdc)  ; 

donc  elle  est  encore  transitive  par  rapport  slux  quatre 
lettres  a,  b,  c,  d.  Cette  fonction  est  deux  fois  transitive, 
et  elle  acquiert  toutes  ses  valeurs  par  les  permutations 
des  trois  lettres  a,  &,  c.  On  constate  ensuite  facilement 
que  les  permutations  des  trois  lettres  a,  &,  c  donnent 
i.a.3=:6  résultats  distincts;  donc  cette  fonction  deux 
fois  transitive  a  six  valeurs. 

Considérons    encore    la    fonction    des     six     lettres 
a,  fc,  c,  d,  e,f  : 

[[ad-^bc-^ef)  [ab -{- ce -{- df)  (ûe-+-6</-h  c/")! 
(^ac-i-de-^  bf)  {a/'\-  be  ^cd),  J' 

que  Ton  déduit  facilement  de  la  fonction  (3)',  on  vérifie 
que  cette  fonction  est  invariable  par  la  substitution  cir- 
culaire 

{acbfed)  ; 


(  ^^1  ) 

donc  cette  fonction  est  transitive  par  rapport  à  ses  six 
lettres  a,  b,  c,  d,  e^f]  ensuite  elle  est  invariable  comme 
la  fonction  (3)  par  les  substitutions 

[abcde)j  [abdc)\ 

donc  elle  est  aussi  transitive  par  rapport  aux  cinq  lettres 
â,&,  c,  d^  e^  et  par  rapport  aux  quatre  lettres  a,  &,  c,  d. 
C'est  donc  une  fonction  trois  fois  transitive,  et  comme  la 
fonction  (3)  elle  a  i.a.3  =  6  valeurs. 

(Cette  fonction  trois  fois  transitive  de  six  lettres  est  la 
plus  simple  des  fonctions  trois  fois  transitives  dont  le 
nombre  des  lettres  est  un  nombre  premier  augmenté 
d^une  unité  et  dont  Texistence  se  trouve  démontrée  dans 
\t  Journal  de  M,  Liouuille^  année  i86o,  p.  94)- 

Pour  se  faire  une  idée  parfaitement  exacte  des  fonc- 
tions plusieurs  fois  transitives,  il  convient  de  démontrer 
le  théorème  suivant  : 

«  Si  une  fonction  de  n  lettres  est  jx  fois  transitive,  elle 
est  transitive  par  rapport  k  n  —  i  lettres  quelconques  5 
elle  est  transitive  par  rapport  h  n  —  2  lettres  quelcon- 
ques, etc.;  enfin  elle  est  transitive  par  rapport  à  /i  — f*4- 1 
lettres  quelconques.  » 

Ainsi,  supposons  une  fonction  transitive  par  rapport  à 
ses  n  lettres 

a^bfCydy,.,^k,ly 

puis  par  rapport  aux  lettres 

by     Cy     d^,    .         y    kyly 

puis  par  rapport  aux  lettres 

Cyay.,,yKyiy 

et  ainsi  de  suite.  Je  dis  que  la  fonction  est  transitive  par 


(a38) 
rapport  k  n  —  f^  +  i  letires  quelconques 

Désignons  par  a',  b'\  c'",, . .  les  fi — i  lettres  de  la 
fonction  qui  ne  font  pas  partie  des  lettres  (5).  Puisque  la 
fonction  est  transitive  par  rapport  aux  lettres  /i,  &,  c,..., 
A,  /,  nous  pouvons  amener  la  lettre  a'  à  la  place  de  la 
lettre  a,  et  les  n —  i  autres  b\  c', , . .,  k\  V  remplace- 
ront respectivement  i^  e^  .  • ,  A,  /.  Or  ces  n —  i  lettres 
h\  c', . . .,  V  y  V  remplaçant  respectivement  b^c^,,.^kylj 
la  fonction  sera  transitive  par  rapport  aux  lettres 

puis  par  rapport  aux  lettres 

et  ainsi  de  suite.  Parmi  les  w  —  i  lettres  b\  c', . . . ,  A"',  /', 
nous  pouvons  prendre  b''  et  Tamener  à  la  place  de  b\ 
pourvu  que  nous  déplacions  convenablement  les  autres, 
et  les  lettres  c',  J' . . . ,  k\  V  seront  remplacées  respecti- 
vement par  c'\  d!\. . .,  A",  /".  Les  lettres  c",  cî^,...,  A*,  /" 
se  trouvent  dans  les  mêmes  conditions  que  les  lettres 
c',  fiî'. . . ,  A',  V  et  par  suite  que  les  lettres  c^  dy. ,  .yk^  l. 
On  peut  imaginer  que  Ton  continue  ce  raisonnement  et 
la  proposition  à  démontrer  devient  évidente. 

On  reconnaît  aussi,  d'après  le  raisonnement  même  qui 
vient  d'être  fait,  qu*on  peut,  dans  une  fonction  jx  fois 
transitive,  amener  /x  lettres  quelconques  à  telles  places 
que  Ton  veut. 

Dans  une  fonction  transitive  de  n  lettres,  chacune  des 
lettres  remplit  le  même  rôle.  Ce  qui  précède  prouve  que 
•dans  une  fonction  fx  fois  transitive  de  n  lettres,  l'ensemble 
de  fA  lettres  remplit  toujours  le  même  rôle  dans  la  foac- 


(  >39) 
ûon,  quelles  que  soient  les  [i  lettres  que  Ton  considère, 
et  quel  que  soit  Tordre  dans  lequel  on  les  prend. 
Ainsi  dans  la  fonction  trois  fois  transitive 

[ad-hbc-^e/)  (ab-h  ce^df)  {ae-hbd-hcf) 
(ac-\-de-hb/){af-hbe'hcd) 

que  nous  avons  considérée  tout  à  Theure,  Tensemble  de 
trois  des  six  lettres  remplit  le  même  rôle,  quelles  que 
soient  les  trois  lettres  considérées,  et  Ton  peut  amener 
trois  quelconques  des  six  lettres  à  trois  quelconques  des 
six  places,  poui*vu  que  l'on  assigne  aux  trois  autres  lettres 
des  places  convenables. 

On  ne  connaît  pas  de  fonctions  qui  soient  transitives 
plus  de  cinq  fois.  L^existence  d'aune  fonction  cinq  fois 
transitive  de  douze  lettres  se  trouve  démontrée  dans  le 
Journal  de  M.  Liouui/le  (année  1861,  p.  270). 

Considérons  encore  la  fonction  de  sept  lettres 

I^ab-^-cd-he/)  (ac-^bd-^eg) 
^(ad-^bc^g/)  (ae-^b/^cg) 
X[a/-^be-{-dg)(ag-\-ce'^d/){bg^çf'hde). 

On  vérifie  facilement  que  cette  fonction  est  invariable  par 
les  deux  substitutions 

(ace){bd/),       {ab){cd), 

et  par  suite  que  cette  fonction  est  transitive  par  rapport 
aux  six  lettres  a,  b,  c,  d^  e,  /*.  On  reconnaît  de  même 
qu^elle  est  invariable  par  la  substitution 

or  cette  fcmction  étant  transitive  par  rapport  aux  six  let- 
tres a,  b,  Cj  dj  e^f^  et  étant  invariable  )»r  cette  dernière 
subatiuition,  est  évidemment  transitive  par  rapport  aux 


(  Mo  ) 
sept  lettres  a^  i,  c,  d^  ^jftg'^  donc  elle  est  deux  fois 
transitive,  et  elle  acquiert  toutes  ses  valeurs  par  les  per- 
mutations de  cinq  quelconques  de  ses  lettres,  par  exeniple 
de  a,  &,  c,  J,  e.  La  fonction  est  transitive  aussi  par  rap- 
port aux  quatre  lettres  a,  6,  c,  d]  car  on  constate  qu^elIe 
est  invariable  par  les  deux  substitutions 

(7)  (^à){cd),       {ad){bc)', 

mais  considérée  comme  fonction  des  cinq  lettres  a,  £,  c, 
dy  e,  elle  est  changée  par  toute  substitution  qui  remue- 
rait la  lettrée^  car  autrement  la  fonction  étant  transitive 
par  rapport  aux  quatre  lettres  a,  6,  c,  d^  il  est  clair  que 
la  lettre  e  pourrait  être  permutée  avec  chacune  des  let- 
tres a,  &,  Cy  dj  et  par  conséquent  que  la  fonction  serait 
transitive  aussi  par  rapport  aux  cinq  lettres  a,  b,  c,  dye\ 
donc,  considérée  comme  fonction  de  sept  lettres,  la  fonc- 
tion serait  quatre  fois  transitive,  et  acquérant  toutes  ses 
valeurs  par  les  permutations  des  trois  lettres  a,  6,  c,  n^au- 
rait  pas  plus  de  six  valeurs  -,  or  la  fonction  a  plus  de  six 
valeurs.  En  effet,  transposons  la  lettre  a  avec  cbacune 
des  six  autres,  nous  aurons,  en  comptant  la  fonction  (6), 
sept  fonctions  résultantes;  et  si  la  fonction  n'avait  que 
six  valeurs^  en  transposant  a  en  i' et  ensuite  a  en  c',  on 
aurait  deux  valeurs  égales  Fi  etFf  Représentons  la  fonc- 
tion (6)  par 

on  aurait 

F|  =  F  (&',  fl,  c',. .  .), 

F,  =  F  (c'.^',  «,...), 

qui  seraient  deux  valeurs  égales  ^  donc  Fi  serait  invaria- 
ble par  la  substitution  circulaire  (a,  &'c') ,  et  par  suite 
F  invariable  par  (b'  a  c') ,  et  comme  à  la  place  de  V^a^c* 
on  peut  amener  les  trois  lettres  n,  i,  c,  puisque  la  fonc- 


(  24«  ) 

lion  est  supposée  quatre  fois  transitive,  la  fonction  F 
ou  (6)  serait  invariable  par  la  substitution  circulaire  v 
(a  b  c)^  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

On  constate  que  parles  permutations  des  trois  lettres 
a,  &,  c  la  fonction  (6)  acquiert  six  valeurs  distinctes; 
donc  les  seules  substitutions  effectuées  sur  Oy  b,  c,  //,  e, 
laissent  invariable  la  fonction  (6),  sont  les  dérivées  des 
substitutions  (7),  c'est-à-dire 

(nb)(cd),   (ad}{bc),    (ac)  (bd). 

Considérée  comme  fonction  de  ces  cinq  lettres,  elle  a 

donc  quatre  valeurs  égales  et  par  conséquent       '  '^*    =3o 

valeurs  distinws^  c'est  donc  aussi  le  nombre  de  ses  va- 
leurs distinctes,  quand  on  permute  les  sept  lettres. 
Prenons  ensuite  la  fonction  de  huit  lettres 


(8) 


(a^  -+-  rrf  H-  <?/  -hg'/f  )  (  ac  4-  bd  -h  eg  -f-//i  ) 
y<i{ad-^bc-{-eh-hg/)(ae-^b/-{-cg-hdh) 
y^(a/-^be-hc/i^dg){ag-hbh-[-  ce  -\- df) 
\  ^^^lah-hbg-j-  rf-j-  de). 


qui  se  déduit  facilement  de  la  fonction  (6).  Si  dans  la 
fonction  (8)  on  suppose  h  immobile,  cette  fonction  est 
semblable  k  la  fonction  (6),  c'est-à-dire  invariable  par 
les  mêmes  substitutions.  On  reconnaît  ensuite  que  cette 
fonction  est  invariable  par  la  substitution 

d'ailleurs  elle  est  transitive  par  rapport  aux  sept  quantités 
a,  &,  c,  dy  e,y,  g  y  donc  cette  fonction  est  transitive  par 
rapport  aux  huit  lettres  a,  i,  c,  r/,  e,  /,  gy  A.  Ainsi  la 
fonctiou  (8)  est  trois  fois  transitive,  et  comme  la  fonc- 
tion (6)  elle  a3o  valeurs  distinctes. 

Ann    de  Hathémot.,  2«  série,  t.  l«r.  (Juillet  iK6q.)  16 


(  >4>  ) 

Cette  foDCtion  trois  fois  iransitive  de  huit  lettres  ap- 
partient à  une  famille  de  fonctions  dont  le  nombre  des 
quantités  est  une  puissance  d'un  nombre  premier ,  et  qui 
a  été  étudiée  dans  le  Journal  de  M*  Lioxis^Ule  (année 
1861,  p.  ayS). 


EXTRAIT  D  UNE  LETTRE 

Dr  m.  VINCENT, 

Membre  de  Tlnstitut. 


A  la  page  iSjdu  tome  XXI,  au  sujet  de  la  ques- 
tion 577,  on  signale  une  différence  entre  deux  énoncés, 
qui  tient  sans  aucun  doute  à  ce  que  Ton  a  fait  deux  con^- 
i^entions  contradictoires^  savoir:  i°que  F  unité  d'angle, 
polyèdre  est  le  trièdre  trirectanglcy  et  a®  que  tunifé 
d*  angle  dièdre  est  F  angle  dièdre  droit,' 

Or  je  dis  que  ces  conventions  sont  contradictoires  :  car 
Français  dit  très-bien  [Annales  de  Gerg,^  t.  III,  p.  90, 
note)  que  F  angle  dièdre  doit,  comme  les  angles  pofyè^ 
dres^  être  mesuré  par  la  portion  de  surface  sphérique 
qu!il  intercepte.  D'où  résulte  nécessairement  de  deux 
choses  l'une,  ou  que  Ion  prendra  pour  unité  Tangle  triè- 
dre  tri  rectangle,  et  alors  Tangle  dièdre  droit  sera  égal  à  a, 
ou  que  Ton  prendra  pour  Unité  Tangle  dièdre  droit,  et 
alors  Tauglc  trièdre  trirectangle  vaudra  \(*)- 

J'ai  cru  devoir  vous  adresser  cette  observation  parce 
qu'elle  intéresse  la  logique  de  renseignement,  et  il  y  a 


{*)  Cn  second  mode  est  peu^èlre  le  meilleur,  puisquHl  reTÎent  à  prendre 
Taire  du  grand  cercle  pour  unité  de  surface  sphérique.  C'est  celui  que 
j'avais  adopté  dans  ma  Géométrie  (pardon  de  la  eitation). 


(  M3) 
peDt-élre  lieu  de  s*étonner  qu'elle  soit  nécessaire  encore 
aojourd'hai. 

Je  ferai  encore  remarquer  une  autre  inexactitude:  c'est 
que  l'article  des  Annales  de  Gergonne  est  rédigé  par 
Français  professeur  aux  écoles  d'artillerie,  et  non  par 
son  frère  à  qui  le  théorème  est  attribué. 


IWTI  SDR  U  lÉTHODR  B'iPPROXlMATION  D8  NEWTON 

(rolr  pace  188); 

Pae  m.  h.  LEMOr^NIER, 

Profesieor  de  mathématiques  spéciales  aa  lycée  de  Lyon. 


Cette  erreur  relative  est 


de  sorte  que 


rj) 

/'i 

a  +  e/,) 

h 

a/'  «    ''  ' 

;-< 

<     '    A. 

^"   lO^ 

On  aura  de  même 

L*erreur  relative  sur  h'  s'apprécie  donc  par  la  même 
limite  qlie  celle  qui  concerne  h. 

L'approximation  possible  d'un  côté  sera  par  suite  du 
même  ordre  que  de  l'autre,  d'après  ce  qui  est  connu  sur 
les  erreurs  relatives. 

Quand /Pety^'P  se  trouvent  de  même  signe,  le  calcul 
se  fait  en  partant  de  |3.  Les  mêmes  considérations  sont  ap- 
plicables à  ce  cas  *,  les  conclusions  seront  les  mêmes. 

i6. 


(  a44  ) 

Je  termine  par  une  remarque  utile  au  cas  où  le  premier 
chiffre  sis'nificatif  de  li  est  d'ordre  inférieur  à  — — -  : 

.  lO**"' 

c'cstque  Terreur  relalivesur/i,  quand  on  prend —  77-  pour 
•  •/  * 

sa  valeur  approchée,  étant  moindre  que  — -^^^  il  en  ré- 
sulte qu'on  peut  gagner  par  ce  terme —  jj-i  /i -H  ^chiffres, 

«/ 

non  pas  à  partir  de  Tordre  de  — ;;-9  mais  bien  à  partir 

d'un  premier  chiffre  significatif  dans  ce  quotient,  sans  que 
Terreur,  après  avoir  forcé  le  dernier  chiffre  d'une  unité 
monte  à  une  unité  de  Tordre  de  ce  dernier  chiffre,  sup- 
posé qu'on  ait  o)  ^  o,  au  moins  tant  que  les  n  +  p  pre- 
miers chiffres  significatifs  de  -jf  ne  sont  pas  tous  des  9. 

Celte  remarque  est   également  applicable  au  calcul 
quand  il  doit  se  faire  à  partir  de  p. 


DÉHONSTRATION  BE  LA  ODBSTION  104 

(voir  t.  VIII.  p  sseetus); 

Par  m.  P.-A.-G.  COLOMBIER, 
Professeur  à  Paris. 


f(x)  =  o  esl  une  équation  algébrique  dont  toutes  les 
racines  sont  réelles  et  inégales.  Démontrer  qu'en  égalant 
à  zéro  la  dérivée  seconde  de 

on  obtient  une  équation  dont  toutes  les  racines  sont  ima- 
ginaires. (Catalan.) 


(  a45  ) 
Démonstration,  —  Pour  abréger,  nous  désignerons 

A^)     et    (/(x)]- 

respectivement  par  y  et  Y.  Dès  lors  on  a 

(i)  Yj  =  I . 

Soient  ai,  ai, . . . ,  a^  toutes  les  racines  de  Téqualion  don- 
née. On  a  identiquement 

prenons  la  dérivée  première  de  chacune  des  é({uations  (1) 
et  (a),  il  vient  : 

y,  y 

(3)  .  .     J 

doù 

Y  Zix  — a, 

Prenons  les  dérivés  des  deux  membres  de  cette  dernière 
égalité,  on  trouve 

^^-  Y'  Zi(ar  — €1,)» 

Quelle  que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  à  j:,  la  quan- 
tité Y  est  réelle;  par  suite.  Y'  est  toujours  positive.  De 
plus,  réquaûon  donnée  n'ayant  que  des  racines  réelles^ 
par  hypothèse,  il  s'ensuit  que  le  second  membre  de  Té- 
qualion  (4)  est  positif^  donc  ou  a 

(5)  YY"  — r'>o, 

ou  bien,  en  éliminant  Y  el  Y' au  moyen  des  équations  (1) 


{  M6  ) 
et  (3),  on  peat  écrire 

mais  Tëquation  dounëe  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales^  par  hypothèse,  il  s^ensuit  qne  Tëquation 

a  aussi  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,  d'après  le 
théorème  deRoIIe;  doncj"'  est  toujours  positif;  par  suite, 
on  a 

jY"  >  o. 

Or,  jr  ne  peut  devenir  infini  pour  aucuue  valeur  finie 
de  x;  donc  Y''^  ne  peut  devenir  nulle  pour  aucune  valeur 
finie  dex,ce  qui  veut  dire  en  d'autres  termes  que  l'équa- 
tion 

a  toutes  ses  racines  imaginaires,  c.  g.  f.  d. 

Observation,  —  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
trouver  T interprétation  géométrique  des  relations  (3) 
et  (5),  et  de  démontrer  à  priori  que  le  polynôme  repré- 
senté par  Y''  est  toujours  de  degré  pair,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  n. 

Historique.  —  L'égalité  (  2)  est  due  à  Talgébriste  anglais 
Thomas  Harriot.  Ou  la  trouve  dans  l'ouvrage  posthume 
de  cet  auteur  ayant  pour  titre  :  Artis  anafyticœ  praxis, 
ad  œquationes  algebraicas  noud,  expeditd  et  gênerait 
methodo  resolvendas,  Londres,  i63i;  in-folio. 


f  '-«47  ) 


EXTRAIT  DDNB  LETTRE 

De  m.  vieille, 

Inspectear  général  de  rUniversité. 


Le  numéro  de  mai  des  Nouvelles  Annales  renferme 
un  article  de  M.  Dieu  (p.  iqS),  dans  lequel  est  traité  un 
problème  de  mécanique  concernant  le  mouvement  d^un 
point  matériel  pesant,  suspendu  à  un  fil  qui  s'enroule  sur 
une  courbe  fixe  telle,  que  la  tension  du  fil  demeure  con- 
stante. 

Permettez-moi  de  vous  faire  observer  que  la  solution 
de  Tautenr  coïncide  avec  celle  que  j'ai  publiée  il  y  a  onze 
ans('*).  Sauf  quelques  opérations  de  calcul  complémen- 
taires et  quelques  changements  d'ordre,  ce  sont  les  mêmes 
formules  exprimant  Tordonnée  verticale  y  et  la  vitesse  v 
en  fonction  de  Tare  s  de  la  courbe  fixe,  et  les  mêmes  con- 
séquences tirées  de  la  variation  de  -r  et  de  i^.   Ce  n'esi 

point  une  réclamation  que  je  vous  adresse,  mais  un  sim- 
ple fait  que  je  constate.  Je  désire  seulement  ajouter  quel- 
ques observations  sur  la  marche  suivie  par  l'auteur  dans 
deux  passages  : 

1^  Pour  répondre  à  cette  question  :  Le  mouvement 
peul^il  être  oscillatoire?  il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir 
complètement  intégré  les  équations  du  problème;  il  me 
parait  plus  simple  de  montrer  (**)  que  la  vitesse  v  ne  sau- 
rait passer  par  zéro  à  aucune  époque  du  mouvement.  — 
Déplus,  on  voit  ainsi  clairement  que  l'hypothèse  d'une 


(*)  Cours  complémentaire  d'Analjse  et  de  Mccanique  ratiormeile,  p.  ^4* 
eltaivantes.  B«chelier,  iSSi. 
("")  Yojres  p.  2!\Z  de  TouTrage  cité. 


(  ^48  ) 
vitesse  nulle,  à  un  certain  instant,  est  incompatible  avec 
l'invariabilité  de  la  tension. 

2^  Pour  arriver  à  construire  par  points  la  courbe fixe^ 
Fauteur  a  recours  à  un  angle  auYiliaire  f ,  qui  se  prête 
bien  au  calcul,  mais  qui  a  Tinconvéaient  de  n'avoir  pas 
de  signification  géométrique.  Il  serait  préférable  de  faire 
dépendre  les  coordonnées  x  ely  d'une  variable  auxi- 
liaire ayant  une  relation  immédiate  avec  la  courbe,  par 
exemple  l'angle  que  fait  la  tangente  avec  la  verticale.  De 
plus,  il  serait  intéressant  d'avoir  l'équation  de  la  trajec^ 
toireen  fonction  du  même  angle,  qui  d'ailleurs  est  infé- 
rieur de  90^  à  celui  que  fait  avec  la  verticale  la  tangente 
à  la  trajectoire;  en  effet,  cette  dernière  courbe  est  la  dé- 
veloppante de  Tautre.  Or  c*est  à  quoi  je  parviens  ('*')  par 
une  marche  inverse  de  celle  de  Fauteur,  c'est-à-dire  en 
cherchant  d'abord  à  exprimer  les  coordonnées^  et  a/  de 
la  trajectoire  en  fonction  d'un  angle  ci),  qui  est  précisé- 
ment celui  que  la  tangente  fait  avec  la  verticale.  L'inté- 
gration relative  h  y  est  très-simple,  et  Ton  passerait  en- 
suite sans  difficulté  à  l'expression  de  a/  par  la  relation 

Le  lecteur  est  prié  d'achever  le  calcul. 

La  trajectoire  étant  connue,  il  reste  à  opérer  sans  inté- 
gration nouvelle,  par  la  voie  d'élimination  ordinaire,  le 
passage  de  la  développante  à  la  développée,  etc. 

P. 'S.  —  J'ai  peut-être  tort  d'entrer  dans  ces  détails.  Je 
ne  suis  pas  éloigné  de  penser  en  effet  que  ce  genre  de 
({uestions  ,  exigeant  l'intégration  d'équations  différen- 
tielles, n'est  pas  parfaitement  à  sa  place  dans  un  recueil 
destiné,  comme  son  titre  l'indique,  aux  candidats  aux 
Kcoles  Polytechnique  et  Normale. 


(")  Vo^es  p.  24/i  et  3.{5  de  l'ouvr«igc  ciU>. 


SW  QUATRE  NOIBRES  EN  PROGRESSION  ARITHMÉTIQUE 
NRT  LES  EXTRÊMES  ET  UN  MOYEN  SONT  DES  CARRÉS; 

Par  m.  Ad.  GUIBERT. 


Lorsque  parmi  quatre  termes  consécutifs  d'unes  pro- 
gression arithmétique  se  trouvent  trois  carrés,  ou  deux  de 
ces  carrés  forment  les  moyens,  ou  ils  forment  les  extrêmes. 
Nous  avons  déjà  considéré  le  premier  cas  C**)  9  il  s'agit  ici 
du  second. 

I.  —  On  obtiendra  toute  progression  arithmétique  de 
quatre  ternies  entiers^  telle  que  A*,  B*,  C,  D*,  en  multi- 
pliant par  un  facteur  carré  les  termes  d'une  progression 
de  même  sorte  a*,  i*,  c,  d^y  lesquels  sont  impairs,  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux. 

Chaque  diviseur  commun  à  A*  et  à  B*  divise  C  et  D*  *, 
donc  le  plus  grand  conunan  diviseur  de  A*  et  de  B*,  qui 
d'ailleurs  est  un  carré,  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  quatre  termes  de  la  progression;  les  quotients  de  leur 
division  par  ce  nombre  constituent  évidemment  une 
progression  arithmétique  a*,  &',  c,  ^*,  dans  laquelle  a' 
et  &*  sont  premiers  entre  eux. 

Prouvons  que  les  nombres  a*,  &*,  c,  d^  sont  tous  im- 
pairs, premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

On  a 

a  et  c  sont  donc  de  même  parité^  ainsi  que  b  et  d. 

Or  c  est  impair,  car,  s'il  était  pair,  b  serait  impair,  et, 
d'après  la  seconde  égalité,  la  somme  des  carrés  de  deux 
impairs  égalerait  un  multiple  de  4?  <'<*  c{ui  est  impossible. 

(*;  NoÊweiles  Annales,  juin  i86a|  p.  21 3. 
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a  et  e  sont  donc  impairs. 

La  même  égalité  b*^  d*  =  2c  prouve  que  b  eid  so|it 
impairs. 

Les  relations  précédentes  montrent  de  plus  que  c  est 
premier  avec  a  et  avec  b^  que  d  est  premier  avec  b  et 
avec  c. 

Enfin,  /'  désignant  la  raison  de  la  progression^  comme 
on  a 

il  est  aisé  de  conclure,  si  Ton  observe  que  a  et  r  sont  pre- 
miers entre  eux,  que  a  et  ^  le  sont  aussi. 

II .  —  On  peut  former  autant  de  progressions  arith- 
métiques particulières  qu!on  voudra^  telles  que  a*,  J*,  c, 
d\ 

Toutes  ces  progressions  sont  données  par  la  résolution 
de  l'équation  indéterminée 

des  méthodes  connues  conduisent  aux  formules  géné- 
rales 

A»—  a»  =  ^pq  (p  H-  q)  [ip  —  ^), 

a,  by  d  indiquant  des  nombres  absolus,  il  faut  prendre 
positivement  les  seconds  membres  des  équations  qui  don- 
nent a  et  d]  p  et  q  sont  deux  entiers  arbitraires  premiers 
entre  eux,  Fun  positif,  Tautre  positif  ou  négatif^  q  est 
impair. 

Mais,  pour  que  aeib  niaient  aucun  diviseur  commun, 
il  ne  suffit  pas  toujours  que  p  et  q  soient  premiers  entre 
eux,  à  moins  que  Tun  de  ces  nombres  n^admelte  le  divi- 
seur 3;  il  faut,  en  outre,  quand  aucun  d'eux  n'est  mut- 
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iîple  de  3  9  que  les  restes  de  leur  division  par  ce  diviseur 
soient  égaux. 

En  eflèt,  à  l'aide  du  procédé  relatif  au  plus  grand  com- 
mun diviseur  algébrique,  appliqué  aux  quantités 

on  s'assure  que,  si  eUes  ont  un  diviseur  commun,  ce  doit 
être  3;  or,  lorsque  ni  p,  ni  q  n'est  multiple  de  3,  si  les 
restes  de  leur  division  par  3  sont  égaux,  a  n*admet  point 
le  diviseur  3  :  si  ces  restes  sont  différents,  a  et  i  sont  divi- 
sibles par  3i 

Les  formules  qui  précèdent  donnent  lieu  à  trois  remar- 
ques immédiates  : 

1^  La  raison  6'  —  a\  toujours  multiple  de  8,  est  un 
multiple  de  3  si  i  n'est  pas  divisible  par  3. 

a®  b  est  de  Tune  des  formes  8A-I-  i,  Sft -f-  3. 

3^  A  une  progression  individuelle  a*,  &*,  c,  d^^  il  en 
correspond  constamment  une  semblable  ayant  le  même 
second  terme.  Chaque  solution  de  l'équation  2/i*-f-9'=V, 
où  V  désigne  un  entier  connu,  conduira  à  deux  progres- 
sions de  l'espèce  considérée,  dont  les  seconds  termes  seront 
égaux. 

Exemple  : 

/;  =  6,    ^=r43|      (2293)%  (1921)%  2122633,  (745)', 
/>  =  6,    9=  —  43»  (ï^fiOS  ('9^0%  5784361,  {2809;% 
y?=3o,  ^  =  11,       (1019)»,  (1921)%  6342121,  (2999)% 
/?  =  3o,  ^  =  —  11,  (2339)',  {'9^0%  *90956i,  (359)*. 

Dans  chaque  suite,  les  teriiies  sont  premiers  entre  eux. 

III.  —  Si  la  progression  a*,  fc*,  c,  d^  est  obtenue  en 
faisant  t/=  i^enla  supposant  prolongée^  le  terme  dont 
le  rang  est  4p  +  3,  sera  un  carré. 

L'expression  générale  du  n''"*'  terme  de  la  progression 
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«',  i*,  c,  rf",  est 

(2/?' -h  1774- 4(«  —  2)/;9  (^ -h  7)  {ti/>  -  r/)  ; 

par  Textraction  de  la  racine  carrée  algébrique,  on  peui 
lui  donner  la  forme 

[2/;* -h  2(«  —  2)/;7—  (/!'—  5/1 -+-5)  7']* 
-H(«-i)(/i-2)(/»-4)[4/.~(/i-3)7]y^; 

ce  n'^"*'  terme  est  donc  un  carré;  lorsque 

7  =  1,     ^p  -{-  3  =  n. 

Observons,  en  terminant,  qu'on  ne  trouverait  pas  les 
termes  carrés  en  question,  si,  prenant  cp  entier,  on  posait 

(4;^' ■+•!)* -h  {/»— 2)r=  (2/?» 4-  I  +rff)\ 

d  où 

«  —  2  =  2  (2/;*  -H  i)  y  -h  ry% 

ce  qui  donnerait  d'ailleurs,  par  des  valeurs  entières  de 
l'arbitraire  (f,  une  inanité  de  termes  carrés,  dans  la  pro- 
gression dont  le  second  terme  est  2p*  4-  i .  Pour  avoir  les 
premiers  carrés,  il  faudra  faire 

I  — (4>t>-f-i) 

sou     ©  =  — ,     soit     v  =  — ; -^, — r; 

et,  en  eilbt,  par  chacune  de  ces  valeurs,  Féquation 

.    «  —  2  =  2  (2^'-f- i)  y -h  rç',     où     fi=z^p-h'^f 
devient  identique. 


(  a53  ) 


IBTHdBE  riNTERPOLATIAN  DE  6AVSS 
rWk  DBS  DBMI-INTBRVALLES  rARGIlHBNT. 
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Connaissant  la  valeur  pa  d'une  fonction  de  x,  avec 
les  différences  d^ordre  pair,  et  les  valeurs  a'  de  la 
même  fonction  pour/; 4- ^9  on  trouve  pour  la  valeur  de 


l[(«4-«')-g(*  +  *') 


-rTê"^^''"^''^' ••] 


La  loi  de  succession  est  évidente. 
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Ce  tableau  synoptique  peut  servir  à  trouver  par  ap- 
proximation les  racines  d'une  équation ,  méthode  admise 
dans  nos  Lycées. 

Extrait  d'une  collection  de  Tables  auxiliaires,  éditées 
en  i8aa  par  Schumacher,  nouvelle  édition,  i845,  par 
G.-H.-L.  Warentorfi,  professeur  au  Progymnase  de 
Harburg  (Hanovre).  Le  contenu  des  Tables  est  indiqué 
m  extenso^  en  allemand,  et  par  extrait  en  français.  Ou* 
vrage  indispensable  aux  géomètres  calculateurs  et  sujet 
d^exercices  pour  tous  les  professeurs. 


ARITHNOLOGIE  ÉLÉMENTAIRE  -  APPLICATION  A  L'ALGÈBRE 

(DEUXIÈME    article); 

Par  m.  V.-A.  LEBESGUE, 
Correspondant  de  Tlnstitut. 


5.  On  peut  prouver  d'une  autre  manière  que 

m  {m  —  i)  {m  —  2).  ..  (m  —  n  -4-  1) 
I  .  2.3. . .  /i 

est  un  nombre  entier. 

On  mettra  ce  nombre  sous  la  forme 

i.2.3.4->'  ('W  —  n)  {m  — /i-f-ï . .  .  (w  —  i).  m 
1.2. 3. «./If — n  1,2, ..m 

m 

et  Ton  fera  voir  que  tout  nombre  premier  p  entre  au  nu- 
mérateur plus  de  fois  comiçe  facteur  qu'au  dénominateur, 
et  comme  tous  les  facteurs  premiers  du  dénominateur  en- 
trent aussi  au  numérateur,  il  en  résultera  que  le  nombre 
précédent  est  entier. 

On  prouve  tout  à  fait  de  même  qu'en  posant 
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TexpressioD  fractionnaire 

1.2.3...  (a  -h  b  -{-c-^  A) 
I   2...<iXi.2...^Xi-2.-.  rX.  .  .  X  1 .2. . .  A- 

e$t  an  nombre  entier. 
Cela  résulte  immédiatement  des  théorèmes  suivants. 

Théorème.  —  Si  Von  poscy  en  décomposant  en  fac- 
teurs premiers^ 

n/î:=I.2.3.../l  =  2     35.../>     ..., 

t exposant  ts  du  nombre  premier  p  sera  donné  par  fé- 
qnation 

e   1  -|  j  représentant  Tentier  de  -^  ^^  ^^  valeur  de  xs  se 

terminant  quand  p' surpasse  n  (car  alors  c  f  — .  j-  =  u). 

Démonstration, —  Pour  avoir  l'exposant  de  p  dans 
II/i,  il  suffit  de  considérer  dans  ce  produit  les  seuls  terme» 

p,  2/7, 3/7  V  M  ^  (  ")•  p?  dont  le  produit  est 


e 
P 


^''^  .1  .2.3.  .  .C  f  -  I  • 


Dans  le  produit  i  .2.3.  • .  ^  (  -  ]  9   on    ne  considérera 
encore  que  les  termes  p^  2/?,  3/>, . . . ,  e  I  —  )  •  /> ,   dont    le 


produit  est 


/(J)..,3....(^^,), 
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et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu^on  trouvera 


m 


'='i-p)^'{p)^i?)-^-^'{?) 


pour  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  di- 
visell/z. 

Remarque,  —  Si  Ton  fait 

/?  =  /?-+-  bp-\'Cp'  -h  . . . , 
on  a 

n  —  (a  -{-b-^c. .  .) 

or  =  i • 

p—\ 

La  fraction est  une  limite  supérieure  qui  sert 

dans  certains  cas. 

Théorème.  — Si  ton  suppose 

n         a         b          c 
n=.a-\'b -\- c. .  .»     d*où      — =— :H :H n 

P'        P'       P'       P' 
il  en  résulte 

Démonstration,  —  C'est  une  conséquence  immédiate 

de  Téquation 

n         n         b         r 

/y      p'      //      p' 
mise  sous  la  forme 

OÙ  y,  f^  y",  y'  sont  des  fractions  proprement  dites. 
On  a  le  signe  =,  ou  le  signe  ^,  selon  que  la  somme 
/'-t-/'^-t-y'-4-...  est  inférieure  ou  non  à  Tunité. 
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Jbéorème.  —  V  expression  fractionnais 

1 .2.3. . .  (fl-H^-l-r.  • .) 

est  un  nombre  entier. 

Démonstration.  —  L'exposant  du  nombre  premier  est 

au  numérateur  «{-)  ■+•^("1)  ■+■•••■+■^(■3)'®^  ***P" 

posant  n  =  a-h^  +  c. . .;  l'exposant  de  p  au  dënomina* 
teur  est 


(j)H?)^-- 


Or,  d'après  le  théorème  précédent,   l'exposant   du  nu- 
mérateur surpasse  celui  du  dénominateur. 

6.  Le  produit 

11/3  =  1.2.3.  ../I 

est  ce  que  Ton  nomme  Jactorielle  du  nombre  n.  Le  pro- 
duit 

P(/?)  =  2.3.5.7.ii . .  .p 

des  nombres  premiers  successifs  de  2  à  p^  nombre  pre- 
mier, est  la  factorielle  du  nombre  premier  p. 

Par  P(/»),  on  entendra  le  produit  des  nombres  pre- 
miers non  supérieurs  à  /î,  et  par  Pf-jîPliy-jj.,., 
le  produit  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à  ren- 
tier de-»  de  i/-v- 
a         V  ^ 

Ceci  posé ,   on    a    la    proposition   suivante ,    due   à 
MM.  Tchebichew  et  de  Polignac. 

iliiR.  de  Malhémui.y^^  série,  t.  !«('.  (Juillet  1862).  17 
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Théorème.  —  La  factorielle  TLn  peut  se  décomposer 
comme  il  suit  : 

XP(^,-).p(^=)p(y^)....(y^)... 


XP 


(r.)-'{\/lH\/î)-'{'^iy 


la  quantité  entre  parenthèses  restant  égale  ou  supérieure 
à  2. 

Démonstration,  —  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

pe^^)-p(v^:-).p(v^)-=Q.(«K 

on  a 

(a)  n/i  =  Qi.Qj .  Q3. . .  Qii. . . . 

Il  est  facile  de  voir  que  Texposant  maximum  du  nom- 
bre /?,  qui  u'entre  qu'une  seule  fois  dans  chaque  facto- 
rielle pC^ii),v(f^l\v  (^Ù^^^ 

En  effet,  la  dernière  factorielle  P  (  \/-  j  j  qui  contient;?, 
doit  être  telle,  qu'on  ait 


d'où  l'on  tire 


\/w-.<^i\/7 


n 
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et  par  conséquent 


'-{?} 


L'exposant  de  p  dans  le  produit 

Q.Q.Q3... 


sera  donc 


(?)-fâ-(j) 


et  comme  il  en  est  de  même  de  tout  autre  facteur  premier, 
il  en  résulte  que  le  produit  QxQtQi. . .  est  égal  à  lin. 

7.  Il  y  a  une  expression  plus  commode  pour  repré- 
senter Un,  On  fera 

P,W=p(f).p(y'=).p(y/^)... 

Cl  il  en  résultera 

(b)  n«  =  P,(«).P,(«).P3(/î)  — 

SI  l'on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  a 
précisément  la  formule  de  M.  Tchebichew.  C'est  seule- 
ment dans  les  applications  que  les  logarithmes  deviennent 
utiles.  Voici  des  conséquences  de  cette  formule,  dont 
M.  Tchebichew  s'est  servi  pour  montrer  qu'il  y  a,  en 
supposant  a  >>  3,  au  moins  un  nombre  premier  entre  a 
et  2a — a  :  proposition  admise  comme  postidatum  par 
M.  Bertrand  dans  son  Mémoire  Sur  le  nombre  de  valeurs 
que  peut  prendre  une  fonction  quand  on  permute  les 
lettres  quelle  renferme. 

Quand  on  a  vérifié  par  les  Tables  de  diviseurs  de 
Burrkhardt  que  le  théorème  est  vrai  pour  a  non  supérieur 
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par  leurs  valeurs  tirées  deTéquation  (&),  puis  de  sup- 
primer haut  et  bas  les  facteurs  communs.  Au  numérateur 
les  diviseurs  de  n  sont  les  termes  des  huit  formules 

3o^-+-  I,  7,  II,  i3,  17,  19,  23,  29, 

où  Ton  fait  A  =  o,  1 ,  2^  3> . .  • . 

Au  dénominateur  les  diviseurs  de  n  sont  les  termes  des 
huit  formules 

3o^  +  6,  10,  id,  f5,  18,  20,  24y  3o, 

où  Ton  fait  A:  =  o^  i,  2,  3, .  •  • . 
Il  est  à  remarquer  que  dans  les  suites 

I,    7,  II,  i3,  17,  19,  23,  29, 

6,  10,  12,  i5,  18,  20,  24»  3o, 

le  nombre  inférieur  surpasse  le  supérieur  correspondant. 
C  est  le  contraire  dans  les  suites 

7,  II,  13,  17,  19,  23,  29,  3i, 
6,  10,  12,  iSy  18,  20,  24»  3ov 

Cette  remarque  conduit  au  théorème  suivant  : 
Théorème.  —  Pour  n  non  inférieur  à  3o  on  a- 

p.(«) 


n.(«)<P.(»),    H,(i.)> 


P. 


(i) 


Démonstration.  —  Cela  résulte  de  ce  que  l'on  a 


(  a6»  ) 
Jienuzrque.  —  Il  est  bon  de  chercher  ce  qui  arrive 
quand  n  est  inférieur  à   3o;  alors,  dans  la  valeur  de 

IIi  (n)  on  faîl  Pn  (  -  )  =1,  et  quand  a  surpasse  n,on  sup- 
prime le  facteur  P^  (  -  )•  Dans  ce  cas,  le  tableau  suivant 

fait  voir  que  quand  les  inégalités  précédentes  ne  sont 
pas  satisfaites,  elles  doivent  être  remplacées  par  des 
égalités,  de  sorte  qu'on  peut  s'en  servir  paiement  dans 
les  démonstrations  qui  suivront. 
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{  a64) 

Une  conséquence  de  ces  valeurs,  c'est  qu'on  a  toujours 
ni(n)  égal  à  Pi  (w)  ou  plus  petît  que  Pi{n)  jusqu'à 
71  =  8  inclusivement. 

9.  Théorème.  —  On  a,  quel  que  soit  le  nombre  /i, 

(c)       n.(«).n,  (g)  .n.  ^jj...>p,(/i)>n.(;i), 

le  dernier  facteur  du  premier  membre  répondant  à  la 
plus  grande  "valeur  de  i  qui  donne  ^.  non  inférieur  à 
Vunité. 

Démonstration,  —  C'est  une  conséquence  des  inéga- 
lités 

multipliées  membre  a  membre,  et  de  ce  que,  diaprés  le 
tableau  qui  précède;  ces  inégalités  ne  peuvent  pour  n<^3o 
que  se  réduire  à  des  égalités  quand  elles  ne  sont  pas  sa- 
tisfaites et  que  pour  ^  <[  6  on  a 


"'  (5) = ^'  (?') 


Quoique  ce  procédé  semble  différer  de  celui  de 
M.  Tchebichew,  il  revient  au  même  au  fond,  peut-être 
est-il  plus  direct. 

Pour  passer  des  limites  de  ^i(n)  à  celle  de  la  facto- 
rîelle  P(«)  des  nombres  premiers,  on  a  la  proposition 
suivante  : 


(  a65  ) 
Théokèxe.  —  On  a  pour  toute  valeur  de  n 


P.(v/«)       '  '     lP.(s/^)? 

Démonstration.  —  Cela  suit  des  équations 

p,(«)=p(/t).p(v'^).p(î^).p(;/«)..., 

P.  (v/^)  =  P(v^).P  (;'«).  P(^«)..., 

qui  donnent 

-AW  =P(„).p(^;i).Piy«)...>P(;,), 


lp.(v^)j'  p(s^)   p(C/«) 

II  faut  bien  remarquer  que  ces  inégalités  se  changent 
quelquefois  en  égalités  pour  de  petites  valeurs  de  n. 

iO.  Pour  abréger  autant  que  possible  ces  calculs  de 
limites,  on  augmente  souvent  la  plus  grande  et  l'on  dimi- 
nue la  plus  petite.  Voici,  d'après  cela,  comment  on  peut, 
suivant  la  méthode  de  M.  Tchebichew,  établir  qu'il  y  a 
des  nonabres  premiers  au  nombre  de  k  au  moins  entre  n  ^ 
et  nf^  n. 

Soit  n^-=mN^  le  nombre  m  surpassant  l'unité,  et  re- 
présentons par  9  (/i)  le  logarithme  de  P  (n)  ou  la  somme 
des  logarithmes  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à 
n,  cette  quantité  <f{Ti)  n'étant  pas  connue,  mais  tombant 
entre  les  fonctions  ^o  (w)  <^  ^ç»  (/i)  et  ^i  (w)  ]><p  ('*)  qtti 
restent  les  mêmes,  quel  que  soit  le  nombre  n.  Si  nous 
admettons  que  l'on  ait  cfo  (mn)  >•  ^t  («),  il  en  résultera 
q^ue  les  quantités 

^•(/z),   <p(w),  y,{ft);     y^'\'nit)y   'J({mn),  ^i(ni/i) 


(  266) 
seront  rangées  par  ordre  de  grandeur  et  que 

f  (mn)  —  f  (/i)  <^  X*  logm/z, 

en  admettant  qu'il  y  ait  k  nombres  premiers  entre  m  et 
m/i,  conduiront  a  l'inégalité 

Par  conséquent  si  Ton  avait  Tin^alité 
(e)  ff^{mn)  —  y,  [n)  >  ^-  logw/i, 

il  faudrait  en  conclure  qu'il  y  a  plus  de  k  nombres  pre- 
miers compris  entre  n  et  mn. 

Pour  faire  usage  de  cette  inégalité,  il  faut,  au  moyen 
du  logarithme  de  II  (/i)  ou  de  la  somme  des  logarithmes 
de  1  à  n,  déduire,  comme  le  fait  M.  Tchebichew,  des  li- 
mites  du  logarithme  de  P  (/z),  ou  de  la  somme  des  loga- 
rithmes des  nombres  premiers  non  supérieurs  à  n. 

Les  formules  de  M.  Tchebichew  supposent  l'inégalité 


N  n 


yl'-ïït.n'  i-\  .r'^>  1 .2.3.  .  ./?>  v'â^.w'  /^l 

qui  se  déduisent  d'une  formule  de  M.  LiouviJle,  celles 
que  nous  donnerons  ici  se  déduisent  de  la  formule  plus 
simple 

où  e  est  Id  base  des  logarithmes  népériens.  Cette  dernière 
formule  a  été  démontrée  d'une  manière  simple  et  ingé- 
nieuse par  M.  Prouhet  à  la  p.  281  du  t.  XIX  de  ces 
Annales. 


(  ^67) 


NÉHOIRE  SUR  LES  TÉTRAÈDRES. 

Véteraiialion  da  Tolunie  maximam  d'un  tétraèdre  dont  les  faces  oot  des 

aires  données  ^ 

Par  m.  pain  vin. 


Présenté  à  TAcadémie  en  janvier  1862. 


1.  Dans  son  Mémoire  sur  les  pyramides,  Lagrangc 
aborde  le  problème  suivant  :  a  Déterminer  le  volume  maxi- 
mum ou  minimum  d'un  tétraèdre  dont  les  faces  ont  des 
aires  données.  »  La  question  a  été  ramenée  à  Tétude  d'une 
équation  du  quatrième  degré;  mais  Lagrange  s'est  arrêté 
à  ce  point.  Pour  terminer  ce  problème  intéressant,  il  res- 
tait à  faire  une  discussion  plus  approfondie  de  cette  équa- 
tion et  à  signaler  les  diverses  propriétés  géométriques  des 
tétraèdres  qui  satisfont  à  la  condition  du  maximum. 

C'est  là  l'objet  du  présent  Mémoire. 

§1.  —  Théorème  préliminaire, 

%  Je  commencerai  par  établir  un  théorème  dont  on 
peut  déduire,  comme  cas  particulier,  les  formules  don- 
nées par  Lagrange  dans  le  Mémoire  déjà  cité. 

Soit  un  détermmant  A;  supposons  qu'on  prenne  le 
déterminant  réciproque  de  X,  puis  gu  on  fasse  le  carré 
de  ce  déterminant  réciproque;  maintenant  effectuons  ces 
opérations  en  sens  inverse^  cest-à-dire  faisons  le  carré 
de'k^et  prenons  ensuite  le  déterminant  réciproque  de  ce 
carré;  les  deux  déterminants  définitifs  obtenus  par  ces 
deux  séries  d'opérations  sont  identiques  élément  à  élé- 
ment. 


(  ^68  ) 

3.  Pour  démontrer  cette  proposition,  je  rappellerai 

d'abord  '  les  propriétés  fondamentales  bien  connues  des 

déterminants  réciproques  :  si  P  est  un  déterminant  du 

;***"•*  degré,  dont  les  éléments  sont  fl^„  et  que  S  soit  le  dé- 

terminant  réciproque,  dont  les  éléments  seront  a„=:  -r— ? 

on  a  les  relalions 

(S  =  P— , 

(0  I  ds 


doL, 


=  p»-»fl„. 


rt 


Désignons  par  X  le  déterminant  : 


(^) 


X  = 


.r,     j,     z,    .  . .    a,     ifi 


'a     J^«      ^n 


•  • 


«it      P« 


les  lettres  x,  j,  ^v-)  i'?  ^  étant  en  nombre  n. 

Formons  le  déterminant  réciproque  dei  j  désignant  par 
Ij  ce  nouveau  déterminant  et  posant 

[ô)      A,==-7-î  X,==-r~»        Zi=:--— »•••»        V,==-j-> 

rtjC|-  «^|-  az;  api 


on  a 


L  —  X"-'  = 


(4) 


A.|  I  I         /j{      •   •   •      U|  *| 

X„    Y„    Z«  ...  U„    V„ 


dL       ^     ,  rfL       ,  ^L 


=  X"-»Pf. 


Formons  ensuite  le  carré  du  déterminant  Lj  en  représen- 
tant par  M  ce  troisième  déterminant  et  en  posant 

(5)  A,A=X,XA-hY,•Y*  +  X,•Z*^....^-VfVi^ 


(»69) 


on  trouve 


(6) 


M 


X»(— .)   =3 


A||     A|2     Ai3    .  • .    Ain 
Aji      An     Aj3    .  .  •    Ajn 


Ajii     Ans      An$    ...    A 


nn 


Maintenant  effectuons  ces  opérations  dans  un  ordre  in- 
verse, c'est-à?-dire  formons  le  carré  du  déterminant  X  (en 
combinant  les  lignes  et  les  colonnes  comme  il  a  été  fait  la 
première  fois),  puis  prenons  le  réciproque  du  déterminant 
ainsi  obtenu. 

Désignant  par  ^le  carré  du  déterminant  i  et  posant 


(7) 


an  =:  XiXk  -\-yiXk  -f-  ««a*  -i-  -  . .  -f-  «',<'* 


nous  aurons 


(8) 


^=X'  = 


^11       0\t       ^13     •  •  •     Ûin 
Oix      On      «M    •  •  •    fljn 


On\       ««2      Qni     .  •  •     O 


lui 


Si  l'on  représente  enfin  par  OTt  le  réciproque  de  4^  et  qu'on 
pose 


(9) 


dOr, 


3lt  =  ^'  =  V(«-')  = 


(10) 


«Il         «Il        «13 
«21         «21        «13 


«m 

«2/4 


«ni       «nï      ««3 


•     «*llll 


dî)\L 
dart 


=  ^-»fl„=V  ("-')<!„. 


4.  Il  s'agit  de  démontrer  que  les  déterminants  M  et  OJL 
sont  identiques  élément  à  élément. 


(  ^1^  ) 

Le  déterminant  (8)  nous  fournit  le  groupe  des  rela- 
tions 

(il)  { 

(   ûi«  «Il  -h  «Il  a,-,  4- ...  -h  a/na,-„  =  >'. 

Remarquons,  d*un  autre  côté,  que 

( î 

car,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (7),  le  premier  membre 
de  la  première  égalité,  par  exemple,  devient 

.r*  ( X,  Xi  -f-  JFjXa  4- .  . .  H-  «„ X«) 

-4-r*(riX,  H-j,x, +. .  .4-ri.x«)-i-. .. 

-h  P*  {(^,X,  -hCjXa  -h.  .  .-h«'«X„), 

ou,  d*après  les  formules  (3), 

/    'd\  dl  d\\ 

\     c/x,  «X,  dx„/ 

l  €lk  d\  d\\ 

\      ^/.r,  dXi  dXnl 

Faisons  alors,  dans  les  égalités  (11),  /r=i,2,...,  'i  et  mul- 
tiplions les  relations  obtenues  respectivement  par  X|, 
Xj,...,  X„,  ou  par  Y,,  Y,,...,  Y„,...,  puis  ajoutons,  en 
faisant  intervenir  les  formules  (12),  on  arrive  aux  rela- 
tions importantes 

i'  Xi  «Il  -4-  Xatti- 2  •+• .  .  .  -}-  X„a,„  =  ^X, , 

Si  maintenant  on  multiplie  ces  dernières  égalités  respec- 


(  a7i  ) 
tivement  par  X^,  Y;t,...,  V»  et  qu'on  ajoute,  il  vient,  eu 
égard  à  la  définition  des  Xj^,  Y;»*-,  V^^, 


ou 


('4) 


-kaik  =  MX..Xa  H-  Y, Y^ -4- .  .  .  4-  V, V^) , 


art  =  A,i; 


c'est  l'identité  qu'il  fallait  établir. 

§  n.  —  Formules  relatives  aux  tétraèdres, 

5.  Je  réunirai  dans  ce  paragraphe  diverses  formules 
relatives  aux  tétraèdres,  formules  dont  nous  ferons  con- 
stamment usage  dans  la  suite  de  ce  Mémoire^  quelques- 
unes  de  ces  relations  ont  été  déjà  indiquées  plus  ou  moins 
explicitement.  Le  point  de  départ  que  je  choisis  en  permet 
une  déduction  facile. 

Appliquons  les  formules  du  premier  paragraphe  au  cas 
particulier  de  trois  variables,  nous  avons 


(') 


i= 


(2) 


L=X'  = 


(3) 


*l 

Ji     «1 

X, 

J2      îa 

^3 

ri    «3 

X. 

Y.    z. 

X, 

Y,    Z, 

X, 

Y,    Z, 

X,- 

Y,. 

d\ 

d\ 

dzi 


(  27»  ) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


et  enfin 

(8) 


M==V  = 


\   A,*  = 


A||  A|2  A|3 
Ail  Ajj  Ajj 
A31     A3J     Ajs 


4:=X^  = 


«/*  = 


^11        ''li       fl|j 

^21      ÛJ2     On 

I     «81         «33         «S3 


.m;=x*= 


_< 


TJ 


r/a„ 


«Il      «ra      «13 

*2I         «1;        «M 
«31         «3»        «3J 


Cl 


rs 


^ri' 


6.  Regardons  Xi,^i,  Zi  comme  les  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  point  Mj  \  Xj, yi,  2:,  étant  celles  d'un  poîni 
^tj  ^89  J^s*  ^3  celles  d'un  point  M^;  on  sait  que  X  est  égal 
à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  OMiMjMi,  O  étant  To- 
rigine  des  coordonnées.  Mais  ici  <(  nous  devrons  conve- 
»  nir  de  regarder  le  volume  X  comme  positif  ou  comme 
»  négatif,  suivant  que  la  ix>talion  déterminée  par  Tordre 
»  des  trois  points  Mi,  Ms,  Ms  est  ou  n'est  pas  de  même 


(  »73  ) 
»  sens  que  la  rotation  déterminée  par  les  trois  axes  x. 

Nous  introduirons  les  notations  suivantes  ; 


(9) 


a.aireOMaMa  =  2f,  =  v{7î^, 
a.aireOMjM,  =  is,  =  y/j^, 
2.aireOM,Mï=2jj  =  v(7î, 
2.aireM,M3M,=  2x=  ^, 


(") 


OM,  =  r,,      MjMs=:|3,, 
(lo)  {  OMa  =  r,,       M3M,  =|D,, 

A,  axe  du  plan  OMaM,,  prolonge  à  partir  du  point  O, 
du  coté  du  sommer  Mi^ 

A,  axe  du  pian  OM,M„  prolongé  à  partir  du  point  0, 
du  côté  du  sommet  M3, 

Aa  axe  du  plan  OM1M3,  prolongé  h  partir  du  point  0, 
du  côté  du  sommet  Ms, 

A  axe  du  plan  MiMaM,,  prolongé  à  partir  du  point  0, 
à  Topposé  de  la  face  MiMaMj. 

7.  Pour  établir  sans  ambiguïté  la  direction  des  axes, 
je  rappelle  que  le  double  de  Taire  d'un  triangle  OAB  est 
représenté  par 

^1     Xi 


2.0AB  = 


(•^19  y\)  étant  les  coordonnées  du  point  A,  (t„  y,)  celles 
du  point  B.  «  Nous  devrons  en  outre  regarder  la  surface 
»  comme  ^05/ViVe  ou  négative,  suivant  que  la  rotation, 
«  pour  aller  de  A  vers  B,  est  ou  n'est  pas  de  même  sens 
)>  que  la  rotation  qui  sert  à  déterminer  les  angles  posi- 
w  tifs.  »  Quant  au  sens  des  angles  positifs  sur  les  plans 

Ann  de  Maihémal.,  a* série,  l  I«^  (Juillet  1862.)  18 


coordonnés,  il  sera 

*r»    r»»    *«• 

Maintenant,  sachant  que  la  projection  d'une  surface  plane 
est  égale  à  l'aire  de  la  surface  multipliée  par  le  cosinus  de 
Tangle  des  axes  des  deux  plans,  ayant  égard  k  la  for- 
mule que  nous  venons  de  citer  et  aux  deux  conventions 
que  nous  venons  de  poser,  on  constatera,  sans  difficulté, 
qu'on  a  dans  tous  les  cas 

—  =  X/=  v(/îco8(Aix), 
(12)                     {  ^  =  Y,  =  V5îcos(A,r), 

—  ==  Z,'  =  V^cos(  A,z); 

X,-,  Y,,  Z,-  ont  les  valeurs  (3);  ^/i  est  le  double  de  la 
valeur  numérique  5.*,  Ai  est  l'axe  de  la  face  5,-,  prolongé, 
à  partir  de  la  face,  du  côté  du  sommet  opposé  à  cette  face; 
A  est  ici  la  valeur  absolue  du  volume,  et  par  conséquent 
a  pour  expression  le  déterminant  (i)  précédé  du  signe  + 
ou  — ,  suivant  que  la  rotation  M|  M^Ms  est  ou  n'est  pas 
de  même  sens  que  la  rotation  xyz.  Les  axes  Ai,  As,  At 
sont  donc  nettement  définis  par  les  formules  (i^). 

Nous  conclurons  de  suite  des  formules  (lo)  et  (12) 

(,3)    j«^^=';H-r;H-*;='-;; 

(  oik  =  XiXk  -hXiXk  4-  «<2*  =  nrk  cos(r,a)  ; 

I  Art=X/X4+YiY4-hZ,Z4=4*iJijcos{  AiA*)=  v(^cos{A,Ai); 

l'angle  (A^Ai)  est  le  supplément  du  dièdre  formé  par  les 
faces  5.-,  Si,  qui  ont  respectivemem  pour  axes  A,-,  A{. 


(  ^75  ) 
8.  La  ligne  A  est  perpendiculaire  à  la  face  MiMsMs 
ei  prolongée,  à  parlir  de  l'origine,  du  côté  opposé  à  cette 
face.  Or  le  plan  de  cette  face  a  pour  équation 


P=s 


I 
I 
I 
1 


^3        73 


2 
Sx 

«3 


=  0 


je  désignerai  par  P  le  premier  membre  de  cette  équation. 
On  a  d'abord 


(!•) 


dV  rfP         d9      , 

dx  dy  dz 


D'un  autre  côté,  si  œ,  0,  y  sont  les  angles  avec  les  axçs 
positifs  de  coordonnées  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
lorigine  sur  le  plan  et  prise  dans  le  sens  de  l'origine  au 
plan,  et  si  p  est  la  longueur  absolue  de  cette  perpendicu- 
laii*e,  l'équation  de  la  face  MiMfMs  sera  aussi 

xcosa-+-7COSp-h  rcos7  — p=:  o, 

ou,  d'après  la  définition  de  l'axe  A, 

(a*)      xcos(A«)-4- ycos(A/) -f-acos(Az)-h/?  =  o. 

La  comparaison  des  équations  (i^)  et  [oP)  nous  donne 


rfP 


rfP 


dx  dy 

cos(Ax)  =  — »      cos(A/)  =  — j 


If 
cos(Az}  =  -j- 


''=* 


Or  —-^  — -ï  -T- sont,  en  valeur  absolue,  les  projections 

lix      dy      dz  '  r     j 

i8. 


^ 


O 


II 


!^|t^ 


M 


li 


H     H  H 

••  M  ■> 

Vt     Vt  Vç 

••M  — 

ii 
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(  ^77  ) 
La  quantité  X,  représentant  ici  la  valeur  absolue  du  vo- 
lume, aura  pour  expression  le  déterminant  (i)  ;  mais  ce 
déterminant  devra  être  précédé  du  signe  +  ou  — ,  suivant 
que  la  rotation  M|  Ms  M|  est  ou  n'esjt  pas  de  même  sens  que 
la  rotation  xyz. 

L'angle  (AA.)  est  le  supplément  du  dièdre  formé  par 
les  faces  s^  Si^  qui  ont  respectivement  pour  axes  A,  A,-. 

9.  Ces  formules  vont  nous  permettre  de  démontrer 
plusieurs  relations  importantes  entre  les  éléments  d'un 
tétraèdre. 

Si  Ton  ajoute  les  équations  (i5)  membre  à  membre, 
après  avoir  élevé  au  carré,  on  trouve,  en  ayant  égard  aux 
relations  (i4)> 

(       /=/.+/»+/,-♦- a  v(/î7aCos(  A,  A.) 

(i6)       \  , . 

l  +av7i/sCos(A|A3)  +  2v(Â/sCos(A,A,).  • 

Cette  égalité  a  été  signalée  par  Lagrange.  Mais  il  est  im- 
portant d'établir  les  relations  homolc^es;  on  peut  le 
faire  de  la  manière  suivante  : 

^cos(AA,)  =  ^#. 
X[cos(Ax)-*-cos(Aix)-hcos(A7)cos{A/7)4.cos(As)cos(Af«)J 
=-X,(X.-hXr+-X  J -T..  {Y,-hY,-hTO  -  Z..  (Z.4-2,+ Z,)  ;. 

d'où  il  résulte,  d'après  les  valeurs  (i4))  en  faisant  1=1,^ 

a?  3, 

/  -♦-  ^x  cos( AA,)  -h  ^Jfïft  cos{ A, Ax)-h  ^J/xf^,  cos(Ai As)  =  Oy 

.    ,    ,/aH-\^cos(AA0+v'A/îcos(A,A,)-|-\^,/aCos(A,As)===Oy 

A-^yl/A  cos(AA3)-+-  vOÎ/»  cos(A,A3)-h  vA/icos(A,As):^o^ 

/-+-V^-^cos(AA,)H-V'i?;    co8(AA,)-+-\/^  cos(AA3)=o. 

La  dernière  relation  du  groupe  (17)  s'obtient  en  ajoutant. 


(I) 


(.78) 
les  trois  ptemières  membre  à  meml»e  et  en  ajam  égard 
àrégalite(i6). 

Maintenant  si  Ton  ajoute  membre  i  membre  trois  des 
égalités  (17)  et  qu'on  en  retranche  la  quatrième,  on  arrive 
au  groupe  suivant  : 

/=/i+/2H-/8+2  vTiTîcos  (A,  A,)+ 2  v(J^cos(A ,  A,)H^ 

/.=/a^-/3-^/^-2v(^  COs(AA0-h2V(^    C05(AA3)H-2V(/[^C0S(A:AA 

/,=/,+/ -h/.-i-aV;^  cos(AA,)H-2v(^  cos(AA.)  ^-av5î/^co8{A,AA 
/3=/-+/.-+-/.4-2v(^  co8(AA.)-f-2vG^,  cos(AA,)-^2v(Â^cos(A,A.). 

Ce  sont  les  formules  analogues  de  celles  des  triangles. 

Des  formules  (17),  on  déduit  les  nouvelles  relations 
(je  crois  qu'elles  n'ont  pas  encore  été  données)  : 

L /4-/, -+•  2  v^cos  (  AA.  )  =/,  4-/3  H- 2  v'yïZ  C0s{  A,  A3), 

(Ibis)  I  /-H/,-1-  2v/^cos(AA0=/,4-/.-4-2  vi?ï7rcos(A,A,), 

/H-/3  4- 2  v6^cos(AA,)==/, -4-/34- 2  v5^,  cos(  A,  A,). 

Les  formules  (i3),  (14)9  (8),  (7)  et  (6)  nous  fournis- 
sent l'expression  des  dièdres  en  fonction  des  arêtes  et  des 
angles  des  faces  : 

(  v(/î7»C<»(A3A3)=r;r,r3[co5(r,r,)co5(r|r3)  — cos(rars)J, 

{  \^s/iCOs(A|A,)=:rJr3r,[cos(rart)cos(r,r3)  — cos(r,r5)], 

.  ^  \^!73COs(A»A3)  =  rJr,r,[cos(rjr,)co5(r3r,)  ^cos(r,r,)], 

v5^s8in(A,A3)=sAr,, 
v!/î7!»in(A,A.)  =  >r,, 
V^aWn(AiA,)=>r,. 

Les  formules  (17)  conduiraient  aux  valeurs  des  angle» 
AAii  AAs,  AAs  )  mais  il  sera  plus  simple  d'introduire  les 
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La  dernière  relation  de  ce  groupe  est  la  traduction  du 
théorème  bien  connu  sur  le  volume  du  tétraèdre  en  fonc- 
tion des  arêtes  opposées;  d^,  d^^  d^  sont  les  plus  courtes 
distances  des  arêtes  opposées  (7*1  jDi),  (r^p\)^  {^^P^)' 

40.  Arêtes  et  angles  des  faces,  —  L'angle  de  deux 
arêtes  opposées,  telles  que  r,  et  px  par  exemple,  s'obtien- 
dra facilement  en  remarquant  que 

r,p,  cos(r,p,)  =x,(«,  —  ara) -h j,  (>-,—.  j,) -f-2,  (»,  — «,) 
=  r,  r,  cos(r,  Tj)  —  r,  r.  cos(r, Tj) ; 

On  trouve  ainsi 

'•ipt  cos(r,p,)  =  r,r,cos(r,r,)  —  r,r5C0s(r,r,), 

Tapa  cos(r,p,)  =  rarsC0s(r,r4)  — r^r,  cos(r2r,), 

(IV)  (  ''3P8COs(r,p3)  =  r3r,cos(r3r,)— rjT,  cos(rara); 

d^où 
r,  p,  cos(r,p,)  -+-  r,pa  cos(r,p,)  -h  r,  p»  co8(  Tap»)  =  o. 

1 1  •  Pour  obtenir  la  plus  courte  distance  des  deux  arêtes 
opposées  r^  et  jSi,  je  remarque  que  le  plan,  passant  par 
MsMa  et  parallèle  à  OM^,  a  pour  équation 

\     X      j      z 

o      X,      jr,       z, 

La  plus  courte  distance  di  sera  la  distance  de  rorigine 
à  ce  plan,  ce  qui  donne 


=  o. 


^A  = 


I 


J7, 


-i 


-j 


-h 


0 

Jr, 

2| 
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OU,  en  ayant  égard  aux  formules  (3)  et  (14)9 


v'(X,-hX3r-+-(Y,^Y,)'-h(ZaH-Z3)» 


Od  arrive  donc  au  groupe  suivant  : 


1  en  = 


x> 


f/!  = 


(V) 


A  -^A  -H  2  vi/i/3  cos(  A,  A3) 

V 

""/i  +/.  -*-  a^/,7.  cos(A3A,)  ' 

/  -h/i  +  2  \//,  /,  COS  (A,  Aa) 

d*où 

II'   _/4-/.4-/,4-/3 
^/?  "*■  ^^!  "^  f/?  ""  X» 


Je  ne  crois  pas  que  cet  le  dernière  relation  ait  élé  déjà  re- 
marquée. 
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(a83) 
i3.  Nous  terminerons  enfin  celle  nomenclature  en  don- 
nant Texpression  des  distances  du  centre  de  gravité  du  té- 
traèdre à  ses  quatre  sommets. 

Soient  ^,  77,  ^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G, 
on  a 

«I  +  «,  +  X3 

«= — î — ' 

(VU)  j,=^'-^^'-^^S 

»i  4-  «1  -4-  »3 

'= — ?— ' 

et  si  Ton  désigne  les  distances  GO,  GM],  GM|,  GM^  par 
R,'Bi,  Rs,  Ra,  on  trouve  aisément; 

i6R»=rî-4-rj4-rÎ4-2r,raCOs(r,r,)-hîir,r,cos(r,ra)  +  2r,r,cos(r,r8) 
=3(/;4.rÎ4-r;)-.(pî-i.pJ  +  p;), 

i6Rî=/^H-pî-|-pÎH-2r,p,ros(rip,)-|-2r,p,cos(r,p3)H-2p,p,cos(p,p,) 
=  3(r;+p:H-p;)-(pî-hr;H-r;), 

i6Rî= pj-+- ^-*-pî-+-2p,  r,cos(p,  r,)  4- 2p,  p,cos(p,  p,)  4- 3  r,p,cos(r,p,) 
!^'"I)'  =3(pH-r;4.p;)-(rî-hp;4-r;), 

i6ll5=p'-f-pî-h'î-|-2ptpiCOs(p,pa)-h2pirsCOs(p,rs)-+-2p,r,cos(p,r.) 

=3(p;-hp;+/;)-{rî4-r;H-p;), 

d'où 

4(R»H.R;H-R;4-R;)  =  r;4.rÎ4-r;  +  p;4-p:-+-pî. 

^  ni.  —  Volume  maximum  ou  minimum  iVun  tétraèdre 
dont  on  donne  les  aires  des  faces. 

14.   Pour  résoudre  la  question  énoncée,  prenons  l'ex- 
pression du  volume  sous  la  forme  donnée  par  la   for- 


(a84) 


mule  (5,  S  II): 


(!) 


M  =  V  = 


A||  Ais  Ais 
Ail  An  Aîj 
Ati     Afx     A)3 


Remarquons  que  An,  An,  Ass  sont  des  quantités  don- 
nées (14)  §  II),  et  que  An,  Ai»,  Ass  sont  les  seules  quan- 
tités variables  ;  elles  sont  en  outre  liées  par  la  relation  (16, 
S  n),  c'est-à-dire 


(a) 


A|3  -|-  A|3  -|-  Ass  —  "~  ^9 


en  désignant  par  ac  ta  quantité 

(3)  atf=/,-h/,-f./,-/. 

Si  nous  regardons  As»,  comme  une  fonction  de  Ais,  Aïs, 
nous  aurons,  pour  les  conditions  de  maximum  ou  mini- 
mum, 


dAii       i/Am  dAii 

d^A         dM   dAr, 

^ !: 

dAU       dAii  dAii 


=  O 


=  0; 


mais  on  a,  d'après  la  relation  (a), 


dAji        dAn         

dAii  dAis 


ce  qui  donne  définitivement 

</M        dM 


(4) 


dU 


dAii       dAi3       ^A: 


Or  les  déterminants  M  et  Oit  [équations  (5),  (7),  (8), 
5  II]  sont  identiques  élément  à  élément  et  par  suite 


dArs  dXr, 
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les  conditions  nécessaires  pour  Tcxistence  du  maximum 
ou  du  minimum  sont  donc 

ou,  d'après  les  équations  (i3,  S  ^)' 

(5)        Tir,  cos(r, r,)  =  rtr^  cos(r, r,)  =  rtr^  co&(r^ri) ; 

à  ces  relations,  il  faut  joindre  la  relation  (2). 

15.  Désignons  par  ^  la  valeur  commune  des  pro- 
duits (5),  ^  pouvant  être  précédé  du  signe  -h  ou  — ; 
nous  aurons  ainsi 

(6)    r^r^  cos(r,r,)  =  r,r3COs(r,r5)  =  rarjCOs(rjr3)  =  v/g. 

On  peut  toujours  supposer  qu^on  ait  pris  pour  origine  des 
coordonnées  le  sommet  opposé  à  la  plus  petite  face,  et 
alors  c  (équation  3)  est  une  quantité  positive. 
Je  remarque  que 

de  U  nous  concluons 

r]  ri  =/  -h  0,     <1  ou     r\  =  i ^--^^ , 

17;    \ '^3'^!  —  jt  H- ^>  'î— é^^r — ' 

'    •-•^'^''  '-  6+/, 

Dn  groupe  (III,  §  II)  nous  tirons,  eu  égard  aux  va- 
leurs (6), 

(  A„=\/Â^cos(A,A,)  =  fl  -r\\/6, 

(8)  <  A„=:s/Â7co8(A,A,)  =  «-r:v'9, 


(  ^86  ) 
la  relation  (2)  nous  donne  alors 

30-+-C 

(9)  '•î-*-''î-*"'^»  =  ""7F- 

Cette  égalité  nous  montre  déjà  que  ^  doit  être  précédé 
du  signe  +9  puisque  c  et  0  sont  des  quantités  positives. 

Nous  éliminerons  r^,  rt,  r^  en  élevant  au  carré  les  deux 
membres  de  la  dernière  équation ,  et ,  en  ayant  égard  aux 
valeurs  (7),  on  trouve  ainsi 


(10)}     ^ 


(e-4-/.)(e-h/>)     (e+/,)(Q+/.)     {B^f,)(B^A) 


6g 


4r-f.a/l=(3e+c)'. 


Telle  est  Téqualion  que  doit  vérifier  6  pour  que  le  vo- 
lume du  tétraèdre  soit  maximum  ou  minimum*  C'est  à  ce 
point  que  Lagrange  a  conduit  la  question* 

Reste  maintenant  à  savoir  quelles  sont  les  racines  de 
l'équation  (10)  qui  conviennent  au  problème,  quel  en  est 
le  nombre.  Le  volume  devient-il  maximum  ou  mini- 
mum ?  Quelles  sont  enfin  les  propriétés  géométriques  de 
ces  tétraèdres? 

C'est  principalement  en  vue  de  répondre  à  ces  ques- 
tions que  j'ai  rédigé  ce  Mémoire;  j'ai  dû  cependant  re- 
prendre d'un  peu  plus  haut  les  formules  relatives  au£ 
tétraèdres,  afin  d'en  généraliser  le  point  de  départ,  et 
surtout  d'en  préciser  le  sens. 

Je  vais  d*abord  m'occuper  de  la  discussion  des  racines 
de  Téquation  (10)  au  point  du  vue  de  la  question  ac- 
tuelle. 

La  suite  prochainement. 
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«■•IRE  DK  GtOHÉTRIE  PME  SUR  LES  CUBIQUES  GAUCHES^ 

Par  m.  L.  CREMONA, 

Professeur  à  llJniTersité  de  Bologne. 


Parmi  les  courbes  géométriques  à  double  courbure,  la 
plus  simple  est  la  courbe  du  troisième  ordre  ou  cubique 
gauche^  qui  est  Tintersection  de  deux  hyperboloïdes  à  une 
nappe  ayant  une  génératrice  droite  commune.  C'est,  je 
crois,  M.  Mobius  qui  s'occupa  le  premier  de  cette  courbe. 
Dans  son  ouvrage  classique,  Der  barycentrische  Calcul 
(Leipzig,  1827),  il  donna  une  représentation  analytique, 
très-simple  et  très-heureuse,  de  la  cubique  gauche,  et 
démontra  le  théorème  fondamental  :  «  Une  tangente  mo- 
bile de  cette  courbe  décrit,  sur  un  plan  osculateur  fixe, 
une  conique.  » 

En  1837,  ^*  Chasles,  dans  la  note  XXXIQ*  de  son 
admirable  aperçu  làstorique,  énonça  plusieurs  propriétés 
de  la  cubique  gauche  ;  les  plus  essentielles  sont  : 

«  i^  Le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  du 
second  degré,  qui  passent  tous  par  six  points  donnés 
dans  Tespace,  renferme  la  cubique  gauche  déterminée  par 
ces  six  points. 

n  qP  Les  tangentes  aux  différents  points  d'une  cubi* 
que  gauche  forment  une  surface  développable  du  qua* 
trième  ordre. 

]»  3^  Une  propriété  de  sept  points  d'une  cubique 
gaucbe.  » 

Le  tome  X  du  Journal  de  M,  Liouville  (i845)  contient 
un  Mémoire  de  M.  Cayley,  qui  est  d'une  extrême  impor- 
tance^ il  y  donne  les  relations  qui  ont  lieu  entre  Tordre 
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d'une  courbe  gauche,  la  classe  et  Tordre  de  sa  dévelop- 
pable  osculatrice,  le  nombre  des  points  et  des  plans  oscu- 
lateurs  stationnaires,  le  nombre  des  droites  qui  passent  par 
un  point  donné  et  s'appuient  deux  fois  sur  la  courbe,  etc. 
Ensuite,  Tillustre  auteur  fait  Tapplication  de  ses  formules 
à  la  courbe  gauche  du  troisième  ordre,  et  trouve  que  : 

((  1^  La  développable  osculatrice  d'une  telle  courbe 
est  du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe. 

»  2°  Par  un  point  quelconque  de  l'espace  on  peut  me- 
ner une  droite  qui  s'appuie  deux  fois  sur  la  courbe^  et 
un  plan  quelconque  contient  une  droite  qui  est  l'inter- 
section de  deux  plans  osculateurs.   » 

M.  Seydevvitz,  dans  un  Mémoire  très-intéressant  qui 
fait  partie  de  VAi^hii^  der  MathemcUik  and  Physik  (*), 
a  trouvé  et  démontré,  par  la  pure  géométrie,  que  la  cu- 
bique gauche  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux 
droites  homologues,  dans  deux  faisceaux  homographiques 
de  rayons,  dans  l'espace.  Il  en  a  déduit  la  construction 
de  la  courbe  par  points,  des  tangentes  et  des  plans  oscu- 
lateurs, et  cette  autre  propriété,  déjà  donnée  par 
M.  Chasles,  que  chaque  point  de  la  cubique  gauche  est 
le  sommet  d'un  cône  du  second  degré  passant  par  la 
courbe. 

L'auteur  appelle  la  courbe  gauche  du  troisième  ordre, 
conique  gauche  [raumlicher  Kegelschnitt)\  et,  en  clas- 
sant ces  courbes  selon  leurs  asymptotes,  il  propose  les 
noms,  que  j'ai  adoptés ,  à* hyperbole  gauche  pour  la  cu- 
bique qui  a  trois  asymptotes  réelles  et  distinctes  \  à* ellipse 
gauche  pour  la  cubique  qui  a  une  seule  asymptote  réelle, 
les  deux  autres  étant  imaginaires;  A^hyperbole  parabo' 
lique  gauche  pour  la  cubique  qui  a  une  asymptote  réelle, 
et  les  deux  autres  coïncidentes  à  l'inflni  \  enfin,  de  para' 

(*)  X"Thcn,  2«  Hcft;  Greifswald,  i8i7. 
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bole  gauche  pour  la  cubique  qui  a  un  plan  osculateur  à 
Tinfini. 

Dans  un  beau  Mémoire  de  M.  Salmon,  On  the  dassi- 
fication  ofcurves  of  double  curvature  (*)^  que  je  connais 
seulement  depuis  peu,  on  lit  que  :  «  Une  cubique  gauche 
tracée  sur  une  surface  (réglée)  du  second  ordre  rencontre 
en  deux  points  toutes  les  génératrices  d'un  même  système 
de  génération,  et  en  un  seul  point  toutes  les  génératrices 
du  deuxième  système. 

Mais  il  était  réservé  à  Tillustre  auteur  de  la  Géométrie 
supérieure  de  donner  la  plus  puissante  impulsion  à  la 
doctrine  de  ces  courbes.  Dans,  une  communication  a 
l'Académie  des  Sciences  {**)i  M.  Chasles,  avec  cette  mer- 
veillense  fécondité  qui  lui  est  propre,  énonça  (sans  dé* 
monstration)  un  grand  nombre  de  propositions  qui  consti- 
tuent une  vraie  théorie  des  cubiques  gauches.  On  y  trouve 
notamment  : 

1^  La  génération  de  la  courbe,  au  moyen  de  deux 
faisceaux  homographiques  de  rayons,  dans  Tespace,  déjà 
donnée  par  M.  Seydewitz. 

a®  La  génération  de  la  courbe  par  trois  faisceaux  ho- 
mographiques de  plans.  Ce  théorème  est  d^une  extrême 
importance;  on  peut  en  déduire  tous  les  autres,  et  il 
forme  la  base  la  pi  us  naturelle  d*une  théorie  géométrique 
des  cubiques  gauches. 

3^  Le  théorème  :  «  Par  un  point  donné  on  ne  peut 
mener  que  trois  plans  osculateurs  à  la  cubique  gauche; 
les  points  de  contact  de  ces  trois  plans  avec  la  courbe  sont 
dans  un  plan  passant  par  le  point  donné.  »  Ce  théorème 


(*}  The  Cambridge  and  Dublin  Mathematieal  Journal,  toI.  V.  Cambridge, 
i85o. 

{**)  Compte  rendu  du  lo  août  1857;  voir  aussi  le  Journal  de  M.  iÀou-^ 
ville f  noTembre  1867. 

Amn,  de  Mathémat ,  3«  série,  t.  !«'.  (Août  i86a0  <9 
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^laUil  la  parfaite  i*éciprocité  polaire  entre   la  cubique 
gaucheet  sa  développable  osculatrice;  ainsi,  ces  courbes 
sont  destinées  à  jouer,  dans  Tespaee,  le  même  rôle  que  les 
lignes  du  second  ordre  dans  le  plan. 

4"^  i^  ikéorème  de  M.  Môbius,  et  un  théorème  plus 
général  sur  la  nature  d^une  section  plane  quelconque  de 
la  développable  osculatrice  de  la  cubique  gauche* 

5°  Les  belles  propriétés  des  hyperboloïdes  passant  par 
la  courbe,  etc. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  P'  des  Annali  di 
Matetnatica  para  ed  applicala  (Roma,  i858),  j*ai  dé:- 
montré,  par  l'analyse  [^)y  les  théorèmes  les  plus  im- 
portants du  travail  cité  de  M.  Chasles,  et,  outre  cela,  j^ai 
donné  quelques  propositions  nouvelles,  notamment  celle 
qui  constitue  ta  base  de  la  théorie  des  plans  conjoints 
que  j'ai  développée  peu  après  (**)• 

Alors  parut,  dans  le  Journal  mathématique  de  Berlin^ 
un  Mémoire  de  M.  Schroter.  L'auteur  j  démontre,  par 
la  géométrie  pure  et  avec  beaucoup  d'habileté,  les  théo- 
rèmes fondamentaux  de  MM.  Môbius,  Sejdewîlz  ei 
Chasles*,  surtout  il  met  en  évidence  l'identité  des  courbes 
gauches  du  troisième  ordre  et  de  la  troisième  classe. 
M.  Schroter  fait  observer  que  quatre  points  de  la  cubi- 
que gauche  et  les  quatre  plans  osculateurs  correspondants 
forment  deux  tétraèdres,  dont  chacun  est,  en  même 
temps,  inscrit  et  circonscrit  à  l'autre;  ce  qui  se  rattache 
à  une  question  ancienne  posée  par  M.  Môbius  [***). 

(*/  Je  me  suU  servi  d'une  représentation  analytique  de  la  courbe  qui 
revient  au  fond  à  celle  de  M.  Môbius.  Mais  je  ne  connaissais  pas  alors  Tou- 
vrage  capital  (si  peu  connu  en  Italie)  de  réminent  géomètre  allemand,  ni 
lo  Mémoire  de  M.  Seydewiu  non  plus.  Ce  sont  les  citations  de  M.  Schroter 
qoi  me  firent  chercher  le  Barjcentrische  Calcul  eiVJrchiv  de  M.  Granert. 
A  présent  je  restitue  unicui^ue  suum. 

{**)  Énnafl  éi  Maiemaèiea,  t.  II.  Roma,  gennajo-lebbrajo  iSSg,  $  1 1. 

("**)  Journal /w  die  rf.ine  und  ang.  Mathematik,  3**  Band,  p.  97.1. 
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Quiconque    veut   aborder    Tétude    géométrique   des 
cubiques    gaucbes    doit    lire    Timportant    travail    de 
M.Schrôter  (*). 

Ensuite,  dans  une  courte  Note,  insérée  au  tome  II  des 
Annali  di  Matematica  (luglio-agosto  iSSg),  et  dans  un 
Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  LVIII  du  Journal  ma- 
thématique de  Berlin  (publié  par  M.  Borcbardt,  en  con- 
tinuation du  Journal  de  Crelle)^  j'ai  donné  d^autres 
théorèmes  sur  les  mêmes  courbes,  et  particulièrement 
j'ai  étudié  la  distribution  des  coniques  inscrites  dans  une 
surface  développable  de  la  troisième  classe. 

Le  Mémoire  actuel  contient  aussi  quelques  propositions 
nouvelles;  cependant  mon  but  essentiel  est  de  démontrer 
géométriquement  les  propriétés  que  j^ai.déjà  énoncées, 
avec  des  démonstrations  analytiques  ou  sans  démonstra- 
tions, dans  mes  écrits  précédents,  et  qui  se  rapportent  à 
la  théorie  des  plans  conjoints  et  des  coniques  inscrites 
dans  la  développable  osculatrice  de  la  cubique  gauche. 

Je  supposerai  que  le  lecteur  connaisse  les  Mémoires, 
cités  ci-dessus,  de  MM.  Chasles  et  Schroter. 

Points  conjoints  y  plans  conjoints  et  droites  associées. 

1.  Si  Ton  coupe  une  cubique  gauche  par  un  plan  ar- 
bitraire P,  les  trois  points  d'intersection  a,  b^  c  forment 
uu  triangle  inscrit  à  tontes  les  coniques,  suivant  lesquelles 
le  plan  P  coupe  les  cônes  du  second  degré  qui  passent 
par  (perspectifs  à)  la  cubique.  Deux  quelconques  de  ces 
cônes  ont  une  génératrice  commune  qui  perce  le  plan 
donné  en  un  point  dy  de  manière  que  les  coniques,  bases 
des  deux  cônes  sur  P,  sont  circonscrites  au  télragone  abcd. 
On  voit  sans  peine  que  la  conique,  base  dVn  troisième 

(*)  Sournai/ur  die  reime  umd  aiu(.  itatkematik,  56'  Band,  p.  17.    ^ 
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rône  quelconque,  perspectif  à  la  courbe  gauche,  ne  passe 
pas  par  </,  mais  par  a,  i,  c  seulement. 

2.  Je  conçois  maintenant  un  point  o  dans  I^espace,  ei 
la  droite  qui  passe  par  o  et  s^appuie  en  deux  points  (réels 
ou  imaginaires)  a  et  b  sur  la  cubique  gauche.  Menons 
par  cette  droite  un  plan  quelconque  P*,  ce  plan  rencon- 
trera la  cubique  en  un  troisième  point  c,  et  un  cône  quel- 
conque S  perspectif  à  la  cubique,  suivant  une  conique  K 
circonscrite  au  triangle  abc.  La  trace  sur  P  du  plan  po- 
laire de  o,  par  rapport  au  cône  S,  est  la  droite  polaire  de 
o  par  rapport  à  K  ;  donc  cette  trace  passe  par  o\  pourvu 
que  o,  o' soient  conjugués  harmouiquement  avec  a,  &.  Le 
point  o'est  indépendant  du  cône  S;  donc  les  plans  po« 
laires  de  o,  par  rapport  aux  cônes  perspectifs  à  la  cubique, 
passent  tous  par  o'.  Cherchons  à  connaître  la  classe  de  la 
surface  conique  enveloppée  par  ces  plans. 

Soit  d\a  deuxième  intersection  de  la  conique  K  par  la 
droite  oc]  le  tétragone  abcd  est  évidemment  inscrit  aussi 
à  la  conique  K',  base  du  cône  S'  (du  second  ordre,  pers- 
pectif à  la  cubique),  dont  le  sommet  est  sur  la  droite  qui 
joint  d  au  sommet  de  S.  Donc  le  point  o  a  la  même  polaire 
o'ef^  par  rapport  aux  coniques  K,  K',  Cette  droite  ne 
peut  pas  être  la  polaire  de  o  par  rapport  à  la  conique^ 
base  d'un  troisième  cône,  car  il  n'y  a  pas  d'autre  conique 
(perspective  à  la  cubique  gauche)  passant  para,  &,  c,  d. 
Par  conséquent,  o'e/*,  c'est-à-dire  une  droite  quelconque 
menée  par  o',  est  Tintersection  des  plans  polaires  de  o 
par  rapport  à  deux  cônes  seulement-,  nous  avons  ainsi  le 
théorème  : 

Les  plans  polaires  d'un  point  donné  o,  par  rapport  à 
tous  les  cônes  de  second  degré,  perspectifs  aune  cubique 
gauche,  em^eloppent  un  autre  cône  du  second  degré, 
dont  le  sommet  o'  est  situé  sur  la  droite  qui  passe  par  o 
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et  s'appuie  sur  la  cubique  en  deux  points  [réels  ou  ima" 
ginaires)  a  et  b. 

Les  points  o,  o'  sont  conjugués  liarmoniquement  avec 
hs  points  Oj  b. 

Il  suit  de  la  dernière  partie  du  théorème,  que  ; 

Les  plans  polaires  du  point  o'y  par  rapport  aux  mêmes 
cônes  perspectifs  à  la  cubique^  em^eloppent  un  autre 
cône  du  second  degré ^  dont  le  sommet  est  le  point  o  (*), 

J^ai  nommé  points  conjoints,  deux  points  tels  que  o, 
o',  et  cônes  conjoints  les  cônes  dont  o^o'  sont  les  sommets. 
Donc  : 

La  droite  qui  joint  deux  points  conjoints  o,  o'  est  tou- 
jours  une  corde  (réelle  ou  idéale)  de  la  cubique  gauche. 
Et  le  segment  oo'  est  divisé  harmoniquement  par  la 
courbe. 

Chaque  point  de  la  droite  oo'  aura  son  conjoint  sur 
celte  même  droite  \  donc  : 

Toute  corde  de  la  cubique  gauche  est  l'axe  d'une  in^ 
solution  de  points  (conjoints  par  couples),  dont  les 
points  doubles  sont  sur  la  cubique  (**)> 

3.  On  sait,  d'après  M.  Chasles  (^^^),  que  la  cubique 
gauche  donne  lieu  à  un  genre  intéressant  de  dualité.  Tout 
point  o,  donné  dans  Fespace,  est  Tintersection  de  trois 
plans  osculateurs  de  la  courbe  ^  et  les  trois  points  de  con- 
tact sont  dans  un  plan  O  passant  par  le  point  donné. 

Réciproquement,  tout  plan  O  rencontre  la  cubique 
gauche  en  trois  points^  et  les  plans  osculateurs  en  ces 
points  passent  par  un  point  o  du  plan  donné. 

Ainsi,  à  chaque  point  o  correspond  un  plan  O,  et  vice 


(*)  Annali  di  Mûtematica,  t.  II,  §  1 1 .  Roma,  gennajo-febbrajo  1859. 

(**)  Annali,  ctc,  ut  supra,  §  5,  6,  7. 

{***)  Compte  rendu  du  10  août  1857,  §  /|0,  f\i  et  48. 
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versa.  Tai  nommé  le  point  o  foyer  àe  son  plan  focal  O. 
Un  plan  passe  toujours  par  son  foyer. 

Si  le  foyer  parcourt  une  droite,  le  plan  focal  tourne 
autour  d'une  autre  droite,  et  si  le  foyer  parcourt  la 
deuxième  droite,  le  plan  passe  toujours  par  la  première. 
On  nomme  ces  droites  réciproques. 

De  plus,  j'appelle  focale  d^un  point  o  la  corde  de  la 
cubique  gauche  qui  passe  par  o  ;  et  directrice  Sun  plan  O 
la  droite  qui  existe  dans  ce  plan  et  qui  est  Tintersection 
de  deux  plans  osculateurs,  réels  ou  imaginaires.  La  direc- 
trice d*un  plan  et  la  focale  du  foyer  de  ce  plan  sont  deux 
droites  réciproques  (*). 

En  conséquence  de  cette  dualité,  les  théorèmes  démon- 
trés ci-dessus  donnent  les  suivants  : 

Les  pôles  d*un  plan  donné  O,  par  rapport  à  toutes 
les  coniques  inscrites  dans  la  déueloppable  (de  la  troi- 
sième classe  et  du  quatrième  ordre)  osculalrice  d'aune 
cubique  gauche,  sont  sur  une  antre  conique.  Le  plan 
O'  de  cette  conique  rencontre  le  plan  O  suii>ant  une 
droite,  qui  est  r intersection  de  deux  plans  osculateurs 
(réels  ou  non)  de  ta  cubique. 

Ces  deux  plans  osculateurs  divisent  harmoniquement 
V angle  des  plans  0,0'. 

Et  les  pôles  du  plan  0\  par  rapport  aux  mêmes  co- 
niques inscrites,  sont  sur  une  autre  conique  située  dans 
/eplanO(^**). 

J'ai  nommé  ces  plans  conjoints^  et  je  dis  conjointes 
aussi  les  coniques  locales  situées  dans  ces  plans. 

Deux  plans  conjoints  s^ entrecoupent  toujours  suivant 
une  droite  qui  est  l* intersection  de  deux  plans  oscula- 


(*)  Atmalif  eic,  ut  supra,  $  3,  3,  7,  8. 

(■*)  Annali  di  Matematica^  t.  I,  §  37,  settembre^ttobre  i858;  t.  Il, 
$  5,  7,  gennajo-febbrajo  iSSg. 
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teurs  {réels  ou  non)  de  la  cubique  gauche.  Les  plans  con-' 
joints  et  les  plans  osculateurs  forment  un  faisceau  har» 
moniqae. 

Toute  droite  qui  est  Vintersection  de  deux  plans  os- 
culateurs de  la  cubique  gauche  est  Vaxe  d*une  injinité 
de  couples  de  plans  conjoints  en  inuolution.  Les  plans 
doubles  de  cette  involution  sont  les  deux  plans  oscula- 
teurs (*). 

On  peut  démontrer  directement  ces  théorèmes  avec  la 
même  facilité  que  les  propriétés  relatives  aux  points  con* 
joints  (2). 

Si  une  droite  s'appuie  sur  la  cubique  gauche  en  deux 
points,  sa  réciproque  est  riulersection  des  plans  oscula- 
teurs en  ces  points  \  donc  : 

Deux  points  conjoints  sont  les  joyers  de  deux  plans 
conjoints^  et,  réciproquement,  deux  plans  conjoints  sont 
les  plans  focaux  de  deux  points  conjoints. 

Toute  droite  qui  s^ appuie  sur  la  cubique  gauche  en 
deux  points  contient  les  foyers  d^une  infinité  de  couples 
de  plans  conjoints,  qui  passent  tous  par  une  même 
droite.  Cette  droite  est  r intersection  des  plans  oscula* 
teurs  aux  points  ou  la  courbe  est  rencontrée  par  la  droite 
donnée. 

Par  une  droite  qtn  est  l'intersection  de  deux  plans 
osculateurs  de  la  cubique  gauche,  passent  les  plans  Jo- 
eaux  d'une  infinité  de  couples  de  points  conjoints  situés 
sur  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  deux  plans 
osculateurs  (**). 

Si,  au  lieu  de  Tintersection  de  deux  plans  osculateurs 
distincts,  on  prend  une  tangente  de  la  cubique  gauche, 
tout  plan  (tangent)  mené  par  cette  droite  a  pour  conjoint 

(*)  Ânnali  di  Matematica,  t.  Il,§  7,  gennojo-febbrajo  i85g. 
(**")  Annali  di  MaicmêUto,  t.  Ily$ii,6,  geoDajoofebbmjo  i85g. 
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le  plan  oscuialear  qui  passe  par  la  mèoie  tangente.  Et  le 
lieu  des  pôles  du  plan  tangent,  par  rapport  aux  coniques 
inscrites  dans  la  d^veloppable  osculatrice,  est  une  conique 
qui  a  un  double  contact  avec  la  conique  inscrite  située 
dans  le  plan  osculateur  (conjoint  au  plan  tangent). 

De  même,  tout  point  donné  sur  une  tangente  de  la 
cubique  gauche  a  pour  conjoint  le  point  de  contact,  et 
Tenveloppe  des  plans  polaires  du  point  donné,  par  rap- 
port aux  cônes  du  second  degré  perspectifs  a  la  cubique, 
est  un  autre  cône  du  second  degré  qui  est  doublement 
tangent  au  cône  perspectif  dont  le  sommet  est  le  point 
de  contact  de  la  droite  tangente  avec  la  courbe  gauche. 

4.  Un  point  quelconque  o,  donné  dans  Tespace,  est  le 
sommet  d^un  cône  du  troisième  ordre  et  de  la  quatrième 
classe,  qui  passe  par  la  cubique  gauche.  La  droite  focale 
de  o  est  la  génératrice  double  du  cône;  les  plans  oscula- 
leurs  menés  par  o  sont  ses  plans  stationnaires.  Les  gé- 
nératrices de  contact  de  ces  plans,  c*est-à-dire  les  géné- 
ratrices d'inflexion,  sont  dans  un  même  plan,  qui  est  le 
plan  focal  de  o  (*). 

Or,  par  un  théorème  connu  sur  les  courbes  planes  (^), 
ce  plan  focal  est  le  plan  polaire  de  la  génératrice  double, 
par  rapport  au  trièdre  formé  par  les  plans  stationnaires; 
donc  : 

La  focale  d^un  point  donné,  par  rapport  à  une  cubi- 
f/ue  gauche^  est  la  polaire  du  plan  focal  de  ce  poinl^ 
par  rapport  au  trièdre  formé  par  les  plans  osculateurs 
de  la  cubique,  menés  du  point  donné, 

I)*où,  par  le  principe  de  dualité,  on  conclut  que  : 

La  directrice  d'un  plan  donné,  par  rapport  à  une  eu- 


(*)  Compte  rendu  du  lo  aotU  1867,  $  17,  18.  —  Annali  di  MatemuticM,  t.  ï, 
^  6,  maggio-giugno,  i858. 

(**)  Salmon,  Higher  plane  cuives,  p.  171.  Dublin,  18S3. 
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bique  gauche^  est  la  polaire  du  foyer  de  ce  plan^  par 
rapport  au  triangle  formé  par  les  points  oh  la  cubique 
est  rencontrée  par  le  plan  donné  (*). 

Soit  O  un  plan  donné  ^  o  son  foyer;  a,  bj  c  les  points 
d'intersection  de  la  cubique  par  ce  plan.  Les  droites  ao^ 
bOf  co  seront  les  traces,  sur  O,  des  plans  osculateurs  aux 
points  a,  &,  c.  Soient  X,  (x,  v  les  points  où  ao,  bo^  co  ren- 
contrent bc^  cay  ab  respectivement;  «,  ^,  y  les  points 
d'intersection  de  bcct  fxv,de  ca  et  vX,  de  ab  et  X^.  Les 
points  a,  |3,  7  seront  sur  une  ligne  droite  qui  est  la  polaire 
harmonique  de  o,  par  rapport  au  triangle  abc,  c'est-à- 
dire  qu'elle  est  la  directrice  du  plan  O. 

5.  Une  droite,  telle  que  ao,  qui  passe  par  un  point  de 
la  cubique  gauche,  et  qui  est  située  dans  le  plan  oscula- 
teor  correspondant,  a  des  propriétés  remarquables.  Avant 
tout,  elle  est  réciproque  d'elle-même  ;  d'où  il  suit  que  tout 
plan,  mené  par  une  telle  droite,  a  son  foyer  sur  la  même 
droite. 

Soit  Â  la  droite  tangente  à  la  cubique  en  a.  La  droite 
00  rencontrera  A  et  une  autre  tangente  A'  de  la  cu- 
bique; soit  a' le  point  de  contact.  Si  l'on  veut  trouver 
A',  al  y  il  suffit  de  concevoir  l'hyperboloïde  passant  par  la 
cubique  gauche  et  par  ao.  H  est  évident  que  cet  hyper- 
lH)loïde  contient  A;  dooc  il  contiendra  une  autre  tan- 
gente (**)  ;  c'est  A'.  Les  génératrices  de  cette  surface, 
dans  le  système  auquel  appartient  A,  s'appuient  sur  la  cu- 
bique gauche,  chacune  en  deux  points;  ces  couples  de 
points  forment  une  involution,  dont  a,  c^  sont  les  points 
doubles  (*♦♦). 


(*)  Atmaiidi  Matemaiica  ,X.  11,  $  3,  gennajo-rebbraju  iSSij. 
(**)  Compte  rendu,  etc.,  u,  «.,  §  23. 

[,***)  Compte  rendu,  rtc,  ii.5.,  §  23. — Annali  di  Malemalica,  t.  I,  <J  3,  iH, 
«aRgio-giugno,  i858. 
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Si  u,  1^,  w  sont  trois  points  donnés  de  la  cubiqae  gaachc, 
rhyperboloïde,dont  il  s* agit,  est  engendré  par  les  faisceaux 
homographiques  A  (u,  ^,  iv, •  •  •),  A' (u^  i^,  tv, .  •  •).  Dans 
ces  faisceaux,  au  plaii  Aaf  (langent  à  la  cubique  en  a  et 
sécant  en  af)  correspond  le  plan  A' a'  (osculateur  en  cf)\ 
et  au  plan  A' a  (tangent  en  ^  et  sécant  en  a)  correspond 
le  plan  Aa  (osculateur  en  a).  Donc,  Thyperboloïde  est 
touché,  en  a  et  a\  par  les  plans  osculateurs  a  la  cubiqae; 
de  plus,  les  génératrices,  dans  l'autre  système,  passant 
par  a  et  a^  sont  la  droite  intersection  des  plans  Aa,  A'a 
(c'est-à-dire  âo),  et  la  droite  intersection  des  plans  AV, 
A  a'  (que  nous  désignerons  par  a'o'). 

Donc,  la  droite  ao  détermine  cette  autre  droite  c^o'  qui, 
comme  la  première,  passe  par  un  point  a'  de  la  cubiqae 
et  est  si  tuée  dans  le  plan  osculateur  correspondant.  La  pre- 
mière droite  est  rintersection  du  plan  osculateur  en  a  par 
le  plan  sécant  en  a  et  langent  en  a']  la  deuxième  droite  est 
rintersection  du  plan  oscillateur  en  af  par  le  plan  sécant 
en  a'  et  tangent  en  a.  Ces  deux  droites  et  les  droites  tan- 
gentes en  Uj  a!  à  la  cubique  forment  un  quadrilatère 
gauche  (dont  ao^dd  sont  deux  côtés  opposés)  qui  est  tout 
entier  sur  la  surface  d'un  hyperboloïde  passant  par  la  cu- 
bique gauche,  et  qui  appartient  aussi  (par  le  principe  de 
dualité)  à  un  autre  hyperboloïde,  inscrit  dans  ladévelop- 
pable  osculatrice  de  la  cubique. 

Nous  pouvons  donner  à  ces  droites  aOy  dd ^  dont  cha- 
cune détermine  complètement  l'autre,  le  nom  de  droites 
associées, 

6.  Chaque  génératrice  M  de  l'hyperboloïde  passant  par 
la  courbe  gauche,  dans  le  système  (A,  A'),  rencontre 
celle-ci  en  deux  points  «,  ;  et  les  droites  ao^  dd  en  deux 
autres  points  w,  tJ.  Or,  j'observe  que  les  points  de  la 
cubique  a,  d\  /,  /  sont  conjugués  harmoniques,  parce 
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que  a,  al  soni  les  élémenls  doubles  d'une  involution,  dont 
I,  j  sont  deux  éléments  conjugués.  Donc,  si  nous  conce- 
vons une  autre  génératrice  N  du  même  hyperboloïde, 
dans  le  système  (Â,  A',  M),  les  plans  N  (a,  ci^  i,  7)  for- 
meront un  faisceau  harmonique.  Mais  ces  plans  sont 
percés  par  la  droite  M  an  oo,  tJ ^  i,  7;  donc  la  corde  ij  est 
divisée  barmoniquement  par  ao,  clo^  en  o),  a/.  Ainsi  nous 
avons  démontré  ce  théorème  : 

Si  Von  se  donne  deux  droites  associéeSy  par  rapport 
à  la  cubique  gauche,  chaque  point  de  Vune  a  son  con- 
joint sur  Vautre^  c'est-à-dire,  toute  corde  de  la  cubique 
gauche  qui  rencontre  Fune  des  deux  droites  associées 
rencontre  aussi  Vautre,  et  est  divisée  harmoniqucment 
parles  mêmes  droites  (*). 

On  en  conclut  le  théorème  corrélatif: 

Deux  droites  associées  étant  données,  chaque  plan 
passant  par  Vune  a  son  conjoint  qui  passe  par  Vautre; 
c'est-à-dire,  toute  droite  qui  est  V intersection  de  deux- 
plans  osculateurs  de  la  cubique  gauche  et  qui  rencontre 
Vune  des  deux  droites  associées  y  rencontre  aussi  Vautre, 
et  détermine  avec  ces  droites  deux  plans  qui  divisent 
harmoniqucment  V angle  des  plans  osculateurs. 

7.  Reprenons  la  construction  du  n^  4,  La  droite  bc  est 
une  corde  de  la  cubique  gauche  \  elle  est  dans  un  même 
plan  avec  aOy  donc  elle  rencontrera  aussi  do*  (associée 
i  ao).  Mais  aV  doit  être  dans  le  plan  O'  conjoint  au 
plan  donné  O;  de  plus,  l'interseetion  des  plans  O,  O' 
est  la  droite  a|3y;  donc  a'  o'  passe  par  ce.  Soient  a', 
Vy  cf  les  points  où  la  cubique  gauche  est  rencontrée  par 
le  plan  O';  o'  le  foyer  de  O';  alo',  Vo'^  <!cl  seront  les 
droites  associées  à  ao^  ho^  co  respectivement,  c  est-à-dire 

—  f ^M-—-^        M      !■■  -  ^^^^»^^M__M_M_^— ^—W _^_M__M^-^-Mm  .M,     ^1  ■■■■^■■■l         J_llll  I  | 

(*)  Journai/ur  die  reine  undmng,  MaihematiÂ,  Band  58,  $  i/|.  Berlin,  1860. 
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les  traces,  sur  O^  des  plans  osculateurs  en  al^  h\  d,  11  suit 
de  ce  qui  précède,  que  les  droites  c^cfy  V o\  dd  rencon- 
trent la  directrice  commune  des  plans  O,  O'  en  a,  j3,  7; 
d'où,  par  analogie,  on  conclut  que  ao^  bo,  co  coupent 
cette  même  directrice  aux  points  a/,  P^  /,  où  elle  est  ren- 
contrée par  Vd^  dcl^  alV.  Les  points  a,  a',  /3,  /3\  y,  /  sont 
en  involution,  car  ces  points  sont  les  intersections  d*une 
même  transversale  par  les  six  côtés  du  tétragone  complet 
abco\  donc: 

Les  six  plans  osculateurs,  quon  peut  mener  à  la  CU'- 
bique  gauche  par  deux  points  conjoints,  rencontrent 
toute  droite ,  qui  est  l* intersection  de  deux  plans  oscu- 
lateurs^ en  six  points  en  inyolution. 

Et,  par  conséquent  : 

Les  six  points  où  la  cubique  gaucïie  est  rencontrée 
par  deux  plans  conjoints,  sont  en  inuolution^  c'est-à-dire 
que,  les  six  plans  menés  par  ces  points  et  par  une  même 
corde  de  la  cubique  forment  un  faisceau  en  involution  (^) . 

Dans  l'involution  a,  a', ... ,  /,  les  trois  points  a,  /3,  7 
sont  suffisants  pour  déterminer  Cf.\  |3',  /.  En  effet,  par  les 
propriétés  connues  du  tétragone  complet,  a  est  conjugué 
harmonique  de  a,  par  rapport  à  |3,  7  *,  /3'  est  conjugué  har- 
monique de  j3,  par  rapport  à  7,  tf  ^  et  7'  est  conjugué  har- 
monique de  7,  par  rapport  à  a,  |3.  De  même»  on  peut 
dire  que,  sur  la  cubique  gauche,  a\  V^d  sont  conjugués 
harmoniques  de  a,  by  c,  par  rapport  à  &,  c  ;  c,  a  ^  a,  6,  res* 
pectivement.  Ainsi,  il  7  a  une  parfaite  correspondance 
entre  les  points  aetaf^b  et  b\  c  et  d. 

Nous  avons  vu  que  a'o'  est  Tintersection  du  plan  os« 
culateur  en  a'  par  le  plan  tangent  en  a  et  sécant  en  d. 
Donc  ce  dernier  plan  passe  par  a,  et  sa  trace  sur  le  plan 
O  est  aa.  De  même,  &{3  est  la  trace  du  plan  tangent 


(*)  Annali  di  Uatematicay  t.  1»  $  37,  ëettembre-oUobre  iH58. 
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en  b  et  sécant  en  b\  et  cy  est  la  trace  du  plan  tangent  en 
c  et  sécant  en  d.  Ces  trois  traces  forment  un  triangle 
Imn  homologique  au  triangle  abc\  le  foyer  o  est  le  cen- 
tre d'homologîe,  et  la  directrice  a/By  est  l'axe  d'homo- 
logie. 

8.  La  droite  oof  est  la  focale  de  o  et  o\  donc  elle  est 
une  corde  de  la  cubique  gauche  \  soient  i\  j  les  points  où 
Où'  rencontre  cette  courbe  ^  on  a  démontré  que  oo^  est 
divisée  harmonique  ment  par  i\  /  (2).  En  conséquence,  les 
quatre  plans  bc  (o,  cf^  i,  /)  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. Le  premier  de  ces  plans  passe  par  a  (c'est  le  plan 
O)  ;  le  second  passe  par  al^  car  bc  et  a! cl  sont  dans  un 
même  plan  (7)  ;  donc  les  points  a,  ci^  i,  /  forment,  sur  la 
cubique  gauche,  un  système  harmonique.  Il  en  sera  de 
même  des  points  &,  b'^  z,  /,  et  des  points  r,  c',  /,  /^  donc 
I,  ;  sont  les  points  doubles  de  l'involution  formée  sur  la 
cubique  par  les  points  a,  a',  &,  ^)  ^i  cf. 

Or,  ces  six  points  résultent  des  deux  plans  conjoints 
O,  O^',  donc  si,  par  la  même  directrice  a^y,  on  mène 
deux  autres  plans  conjoints,  nous  aurons  une  autre  in<* 
▼olution  de  six  points,  qui  aura  les  mêmes  points  doubles, 
car  I,  j  dépendent  de  la  droite  ajSy  seulement.  Donc  : 

Une  droite,  intersection  de  deux  plans  osculaleurs  de 
la  cubique  gauche^  est  l'axe  d^  un  faisceau  de  plans  con* 
joints^  deux  à  deux»  Clmque  couple  de  plans  conjoints 
rencontre  la  cubique  en  six  points  en  im^olution^  et 
les  insolations  correspondantes  à  tous  ces  couples  con- 
stituent une  involution  unique,  car  elles  ont  toutes  les 
mêmes  points  doubles. 

Une  corde  de  la  cubique  gauche  contient  une  infinité 
de  points  conjoints,  deux  à  deux.  Chaque  couple  de 
points  conjoints  donne  six  plans  osculateurs  en  involu^ 
lion;  les  immolations  correspondantes  à  tous  ces  couples 
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constituent  une  myolution  unique,  car  elles  ont  toutes 
les  mêmes  plans  doubles. 

On  sait  d^ailleurs  que,  si  on  a  sur  la  cubique  gauche 
des  couples  de  points  en  involution,  la  droite  qui  joint 
deux  points  conjugués  engendre  un  hyperboloïde  (*); 
donc  : 

Dans  un  faisceau  de  plans  conjoints  menés  par  une 
même  directrice,  les  droites  qui  joignent  les  points  oà 
chacun  de  ces  plans  rencontre  la  cubique  gauchef  aux 
points  correspondants  dans  le  plan  conjoint,  forment 
un  hyperboloïde  passant  par  la  courbe. 

Dans  un  système  de  points  conjoints  situés  sur  une 
même  corde  de  la  cubique  gauche^  les  droites  intersec- 
tions des  plans  osculateurs  menés  par  chacun  de  ces 
points,  par  les  plans  osculateurs  correspondants  menés 
par  le  point  conjoint,  forment  un  hyperboloïde  inscrit 
dans  la  déi^eloppable  osculatrice  de  la  courbe  gauche  (**). 

9.  Soient  d^  e,  ^  les  points  où  ao^  bo^  co  rencontrent 
les  droites  tangentes  à  la  cubique  gauche  en  a!^  b\  c 
respectivement.  De  même,  soient  d\  d^  f  les  points 
où  les  tangentes  à  la  cubique  en  a,  b^  c  percent  le 
plan  O'.  Cherchons  à  déterminer  la  conique  qui  existe 
dans  le  plan  O,  et  qui  est  le  lieu  des  pôles  du  plan  0^  par 
rapport  aux  coniques  inscrites  dans  la  développable  oséu- 
latrice  de  la  cubique  (3).  La  conique  inscrite,  qui  est 
dans  le  plan  osculateur  en  a',  passe  évidemment  par  d  et 
d'\  le  point  de  concours  des  tangentes  en  ces  points  sera 
le  pôle  de  O'  par  rapport  à  cette  conique.  Mais  ce  pôle 
doit  être  dans  le  plan  O^  outre  cela»  la  tangente  en  d^^ 
la  conique   inscrite  est  la  tangente  à  la  cubique  en  ce 


(*)  Compte  rendu,  ele,,  u,  s.,  J  a  i . 

("*)  Annali  di  Stmiematicm^  t.  U,  $  lO,  il,  (jennajo^febbrajo  i85(). 
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même  point;  donc  le  pôle  qu*on  cherche  est  d.  Par  con- 
séquent, la  conique  locale  des  pôles  passe  par  d^  e,  f. 

Je  vais  construire  le  point  d.  Observons  que  le  cône  du 
second  degré,  perspectif  â  la  cubique  gauche  et  ayant  sou 
sommet  en  a',  contient  les  génératrices  a'  (/z«  &,  c,  a\  b\  c!)\ 
ml  al  exprime  la  tangente  à  la  cubique  en  a^  Donc  la  co- 
nique, intersection  de  ce  cône  par  le  plan  O,  passe  par 
a^b,Cy  (5',  /  et  par  le  point  inconnu  d  (trace  de  alc^  sur 
O).  Ainsi  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  de  Pascal 
{hexagramma  mysticum)  à  Thexagone  inscrit  adbÇ/d'/'^ 
qu^on  joigne  l'intersection  de  bÇl  ei  w/  à  l'intersection 
de  ao  el  cifif\  la  droite  ainsi  obtenue  rencontre  c y'  en  un 
point  qui,  joint  à  b^  donnera  une  droite  passant  par  e/; 
d'ailleurs  ce  point  appartient  à  ao  ;  donc,  etc. 

Ainsi  on  peut  construire  les  points  //,  e,  y*qui  sont  les 
traces,  sur  O,  des  droites  tangentes  à  la  cubique  gauche 
en  a/,  V^  d  :  mais  les  plans  osculateurs  en  ces  points 
passent  parles  tangentes  dont  il  s'agit;  donc,  olo\  b'o'y  c'cf 
étant  les  traces  de  ces  plans  sur  O',  leurs  traces  sur  O  se- 
ront a  rf,  P  e,  yf. 

Le  point  de  concours  des  plans  osculateurs  en  a,  V^  c' 
appartient  au  plan  aV d \  mais  ce  plan  passe  par  ao, 
donc  (5)  son  foyer  est  sur  cette  droite.  Cela  revient  à 
dire  que  /3  e,  yf  coupent  ao  en  un  même  point  g.  Par 
conséquent,  les  droites  ad^  |3e,  y  y*  forment  un  trian- 
gle ghk  homologique  au  triangle  abc  ;  o  est  le  centre  et 
a^  Taxe  d'homologie. 

10.  Reprenons  la  conique  suivant  laquelle  le  plan  O 
coupe  le  cône  du  second  degré,  perspectif  à  la  cubique 
gauche  et  ayant  son  sommet  en  a'.  Les  plans  ahk  et  a'mn 
sont  tangents  à  ce  cône;  donc  la  conique  susdite  est  tou- 
chée en  a  par  mn  et  en  d  par  hk.  Ces  droites  tangentes 
s'entrecoupent  en  a  sur  la  directrice  du  plan  O;  donc  le 


1 
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pôle  de  cette  directrice,  par  rapport  à  la  conique,  est  sur 
ao\  par  conséquent,  ce  pôle  est  le  point  p  conjugué  har- 
monique de  a'  par  rapport  à  a,  d.  On  trouvera  ainsi  des 
points  analogues  9,  r  sur  io,  co. 

On  voit  aisément  que  a!  est  conjugué  harmonique  de  g 
par  rapport  k  a^  p  -^  de  p  par  rapport  à  ^,  o  ;  de  o  par 
rapport  k  d^  p^  de  même  pour  j3'  et  /•  Le  point  o  est  le 
pôle  harmonique  de  la  droite  a^y^  par  rapport  à  tous 
les  triangles  /mn,  abc  y  ghk^  pqr^  ^e/"  homologiques  entre 
eux. 

11.  Continuons  k  déterminer  la  conique  locale  des 
pôles»  Les  plans  osculateurs  à  la  cubique  gauche  en 
£,  j  (8)  passent  par  a|3y;  les  coniques  inscrites  (dans  la  dé- 
veloppable  osculatrice)  qui  sont  dans  ces  plans  touchent 
a|3y  en  deux  points  x^y^  et  jx^  iy  sont  tangentes  k  la  cu- 
bique en  /,  i  respectivement.  Il  s'ensuit  que  x,  y  ^"^  '^ 
points  doubles  de  Finvolution  a,  a\  /3,  ^\  y,  /.  Il  est  évi- 
dent aussi  que  x,  y  sont  les  pôles  des  plans  O,  O',  par 
rapport  aux  coniques  inscrites  mentionnées  précédem- 
ment; donc  les  coniques  locales  des  pôles  des  plans  0,(y 
passent  par  x,  y. 

Or  rhjperboloïde,  lieu  des  droites  intersections  des 
plans  osculateurs  en  a,  a\  b,  b\  c,  c^,. . .  (8,  dernier 
théorème),  contient  évidemment  les  tangentes  à  la  cubi- 
que gauche  en  z,/,  c^ est-à-dire  qu'il  passe  par  x,^.Il  passe 
aussi  par  J,  e,y*,  car  ^est  un  point  de  Tintersection  des 
plans  osculateurs  en  a,  a!^  etc.  Donc  la  conique  locale  des 
pôles  du  plan  O',  à  laquelle  appartiennent  les  points  d^ 
c,y,  X,  y^  est  tout  entière  sur  Thyperboloïde  dont  nous 
parlons. 

La  suite  prochainement. 
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W  LA  MÉTHOBB   BES  SUBSTITUTIONS  SUCCESSIVES 
POUR  LE  CALCUL  BES  RACINES  BES  ÉQUATIONS; 

Pak  m.  Lioif  SANCËRT, 
Professeur  au  lycée  d'Anch. 


I. 

Lemme.  —  Si  dans  une  fonction  Ç  (^))  algébrique  ou 
transcendante,  on  remplace  x  par  une  certaine  valeur 
Xiy  puis  successis^ement  par  les  ^valeurs  x^^  x^,  x^^  Xg,... 
guacquiert  cette  Jonction  pour  les  valeurs  Xi,  j:»,  x^^ 
or^,...,  et  si  les  quantités  Xi,  x^,  Xs,.--  tendent  vers  une 
certaine  limite  a^  a  est  une  racine  de  V équation 

En  effet,  en  posant 

r  identité 
devient 

a  —  A,  =  y  (a  —  A  )  =  ç  (a)  —  /iy'  (a  —  ÔA). 

Or,  h  et  hx  étant  des  quantités  qui  par  hypothèse  tendent 
indéûniment  vers  zéro,  la  relation  précédente  devient, 
en  passant  au^  limites,  a  =  cp  (a).  Cela  suppose  toutefois 
que  (f'  (a)  est  une  quantité  finie  et  que  (p'  (x)  est  con- 
tinue dans  le  voisinage  de  <p'  («x). 

IL 

Soient    actuellement  F  [x)  =  o   une  équation    algé- 

Ann    de  Aiathémat.,  2«  série,  t.  l^f.  (  AoiU  ihCa.)  20 
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brique  ou  transcendante  et  Xi  une  valeur  approcbéed'unc 
certaine  racine  a,  en  sorte  qu'entre  Xi  et  a  il  n'y  ait  pas 
d'autre  racine  de  T équation.  Mettons  F  (x)  =  o  sous 
la  forme  x=(f  (x)  et  remplaçons  dans  le  second  membre 
X  par  Xin  puis  par  la  valeur  Xt  de  (f  [xi  ),  puis  par  la  va- 
leur Xs  de  f  (x,),  et  ainsi  de  suite  indéGniment.  Si  les 
quantités  Xi,  Xs,  Xsv-*  ainsi  obtenues  forment  une  suite 
croissante  ou  décroissante,  cbaquc  terme  étant,  suivant 
le  cas,  supérieur  ou  inférieur  à  a  ;  ou  bien,  si  ces  quan- 
tités sont  alternativement  supérieures  et  inférieures  à  a, 
la  valeur  absolue  de  la  différence  de  deux  valeurs  consé- 
cutives tendant  indéâniment  vers  zéro,  la  limite  de  ces 
quantités  ne  sera  autre  que  la  racine  a. 

in. 

Cherchons  quelles  sont  les  conditions  que  doivent 
remplir  la  fonction  f  (x)  et  la  valeur  Xi  pour  que  les 
quantités  Xi,  Xs,  Xs,.--  soient  toutes  supérieures  ou  in- 
férieures à  une  racine  a  de  Téquation  x  =  cp  (x),  et  pour 
qu'elles  approchent  indéfiniment  de  cette  racine. 

Des  deux  égalités 


on  déduit 
ou  bien 


a  —  ar„+,  =  ç  (a)  —  ff  (x,) 


=  (a  —  .r„)  y'  [x„  +  0  (a  —  a:^]\. 

Pour  que  x»,  x^^i  soient  des  valeurs  approchées  dans  le 
même  sens  de  la  racine  «,  cp'  [x„  +  6  (a  —  x„)J  doit  être 
positif  et  en  outre  moindre  que  Tunité,  afin  que  x^^t  soit 
plus  approché  que  x„. 

Si  (^'  (a)  est  positif  et  plus  petit  que  Tunité,  il  existera, 
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Cil  supposant  (f  [x)  coTitiniie  dans  le  voisinage  de  (f^  (<x)-, 
un  certain  înlervallc  renfermant  la  racine  a,  pour  lequel 
X  croissant,  la  fonction  (f^  [x)  sera  continuellement  crois- 
sante ou  décroissante,  et  offrira  par  conséquent  des  va- 
leurs supérieures  à  zéro  et  plus  petites  que  Tunité.  On 
pourra  donc  satisfaire  à  la  double  inégalité 


/(') 


>o 


par  une  infinité  de  valeurs  différentes  de  'a. 

Soient  L,  L' les  limites  de  cet  intervalle,  x„  une  valeur 
comprise  entre  L  et  L',  et  supposons  que  cp'  [x)  augmente 
avec  X.  Si  x„  <^  a,  on  aura,  0  étant  une  certaine  fraction 
|K)5itive  moindre  que  i,  x„ -f- 0  (a — x^)<^a,  et  par 
conséquent 


<p'[j?«-t-d(a  — JC,)] 


Or, 


<?'(«) 


a  —  .«:„+,  =  (a  —  x„)  <p'  [x^  -{- 0  {ck  --  x„)], 


donc  Xn^i  est  une  valeur  inférieure  à  a,  mais  plus  appro- 
chée que  x„. 

Pareillement  de  l'inégalité  x„^i  <^  a  on  déduit 


x^,  -h  0  (a  —  ^n+t)  <C  a> 

et  par  conséquent 


donc  x^t  est  une  valeur  inférieure  à  a  et  plus  approcbée 
que  x„+i . 

Si  Xn  ^  «>  on  aura,  9  étant  toujours  un  nombre  com- 
pris entre  o  et  i ,  x„  -f-  0  (a  —  x„)  ]>  a,  et  par  suite 


ff'[Xn-\-9[oi^X„)] 


20. 


dent  r^'  (x) 
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or, 

donc  x„^i  est  une  valeur  supérieure  à  a,  mais  approchant 
plus  de  Cf.  que  x„.  De  même  la  valeur  j:„^,  fournira  une 
valeur  j:„^t  supérieure  à  a,  mais  plus  approchée  que  x„+i. 
On  voit  par  là  que  lorsque  cf'  (a)  est  moindre  que  i, 
on  peut  trouver  des  valeurs  supérieures  ou  inférieures  à  a 
indifféremment,  qui,  prises  pour  valeurs  initiales  ou  de 
départ,  fourniront  des  valeurs  successives  de  plus  en  plus 
approchées  de  la  racine  a.  H  suffit  que  les  valeurs  ini- 
tiales soient  comprises  entre  les  quantités  L,  V!  qui  ren- 

>o 

Si  cp'((z)  était  supérieur  à  Tunité,  il  serait  impossible 

de  satisfaire  à  F  inégalité  ^'  {^x) 

voisines  de  a. 

Si  çf'  (a)  =  I,  on  pourra  encore  satisfaire  à  l'inégalilë 

<{»'  (x)  »  à  moins  que  y'  (a)  ne  soit  un  minimum  de 

cp'(x),  et  par  conséquent,  trouver  une  valeur  de  dépari 
qui  fournisse  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  la 
racine. 

Toutefois  il  est  bon  de  remarquer  que  Ton  nVst  pas 
tenu  de  prendre  pour  valeur  initiale  x^  une  quantité 
comprise  entre  L  et  L'.  En  effet,  pour  que  la  valeur  .r» 
soit  plus  approchée  que  la  précédente  Xi ,  il  suffit,  d'après 
Tégalité 

a— j-,=  (a  — ;c,)«p'[.r-H  ô  (a — ;r,)] 

que  (p'  [x,  -f-  0  (a  —  Xj  )]  soit  positif  et  moindre  que  i. 
Or,  ce  résultat  peut  être  obtenu  sans  que  '^  [^\)  soit 
compris  entre  o  et  i .  Car  si  c[<'  (x)  croît  avec  x,  elqueXi 
soit  plus  petit  que  a,  Xj  -I-  0  (a  —  x,)  étant  plus  grand 


^     à  l'aide  des  valeurs 


(  iog  ) 
que  X| ,  on  aura 

et  par  conséquent  il  peut  se  faire  que  (f'  (xi)  soit  négatif 
et  voisin  de  zéro,  tandis  que  cf'  [xi  -|-  0  (a  —  Xi)]  est  po- 
sitif et  moindre  que  i.  Si  Xi  ]>  5»^  commeXiH-0(a — x,) 
est  plus  petit  que  oTi,  on  aura 

et,  par  suite,  il  peut  arriver  que  (f'  (Xijsoitpius  grand  que 
1,  en  même  temps  que  9'  [j^i  -hO  (a  —  Xi)]  est  inférieur 
a  1  unife. 

En  prenant  une  valeur  de  départ  Xi  ne  satisfaisant  pas 
à  la  condition  d^ètre  comprise  entre  les  quantités  L  et  L', 
on  sera  tenu  de  se  livrer  à  une  discussion  des  valeurs 
successives  que  Ton  obtiendra,  afin  de  montrer  qu'elles 
approchent  de  plus  en  plus  de  la  racine  a.  Toutefois 
cette  discussion  ne  pourra  jamais  porter  que  sur  les  pre- 
mières d'entre  les  valeurs  obtenues,  car  si  la  méthode 
est  applicable,  elle  finira  par  donner  des  valeurs  com- 
prises entre  L  et  1/. 

De  la  relation 

j^n  déduit  que  la  valeur  x„^i  approchera  d'autant  plus  de 
a  que  cp'[x„-|-9(a  —  Xn)]  sera  plus  voisin  de  zéro, 
c'est-à-dire  que  les  valeurs  successivement  obtenues  con- 
vergeront d^autant  plus  rapidement  vers  la  racine  a  que 
les  valeurs  de  cf'  (x)  seront  plus  petites.  Si  ç'  (x)  est  une 
fonction  croissante  avec  x,  les  valeurs  de  cette  fonction 
correspondant  à  des  valeurs  de  x  inférieures  à  et,  seront 
plus  petites  que  les  valeurs  de  cette  même  fonction  re- 
latives à  des  valeurs  de  x  supérieures  à  a  ;  il  sera  donc 
plus  avantageux  de  choisir  entre  deux  valeurs  également 
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approchées  de  la  racine  a,  celle  qui  l'est  par  dëfaul.  Si 
au  contraire  a^'  (x)  est  une  fonction  décroissante  quand 
X  croit,  il  vaudra  mieux  prendre  pour  valeur  de  départ 
une  valeur  approchée  par  excès.' 

IV. 

Etablissons  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire 
la  fonction  cp  [x)  et  la  quantité  x,  pour  que  les  valeurs 
jCj,  x,,  x^^.,.  soient  alternativement  supérieures  et  infé- 
rieures à  a,  et  que  la  différence  de  deux  valeurs  consécu- 
tives tende  indéfiniment  vers  zéro. 

Des  égalités  a  =  cp  (a),  ar„+i  =  <p  (x„),  on  déduit 

a  —  .^«+1  =  (a  —  J?«)  f'  [x„  -h  9  (a  —  ;rr.)]. 

Pour  que  les  quantités  Jr„+j,  x^  soient  l'une  supérieure, 
l'autre  inférieure  à  a,  les  deux  différences  a — x„+,, 
a  — Xn  doivent  être  de  signes  contraires,  et  pour  cela  il 
faut  que  cp'  [j:„  H-  6  («  —  x^)]  soit  négatif.  De  plus, 

on  aura  donc 

et  afin  que  j:„+i  —  x„^i  ait  une  valeur  absolue  moindre 
que  celle  de  x„^i  —  a:„,  il  faut  que  la  valeur  absolue  de 
^'  [^/i  H-  ^1  (^••+1  —  -^1»)]  soit  moindre  que  i . 

Si  cp'(a)  est  compris  entre  o  et  —  i,  et  si  ^'  (x)  est 
une  fonction  continue  dans  le  voisinage  de  ^'(a)?  ou 
pourra  trouver  deux  quantités  L,  L'  comprenant  la  ra- 
T,u\e  a  et  telles  que,  dans  Fintervalle  L...  L',  cp'  (x)  soit 
ronlinuellemcnt  croissante  ou  décroissante  et  acqtuére 
une  valeur  négative  plus  grande  que  —  i .   Posons 

L  <  a  <  1/ 
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et  soilx„  une  valeur  comprise  entre  L  et  L'  de  telle  sorte 
que  la  diflTérence  a.  — ,r„  soit  en  valeur  absolue  moindre 
que  la  plus  petite  de«  différences  a  —  L,  L'  —  a.  a:„  peut 
être  supérieur  à  aL\  alors,  en  admettant  que  cp'(x)  soit 
croissante  avec  x,  on  aura 


t'{'.) 


et  comme  ou  a 


j:„-|-e(a  — or^j^a. 


on  aura  de  même 

Donc,  d'après  Tégalité 

a  —  ar^,  =  (  a  —  X,)  /  [x,  +  0  (a  —  ar«)], 


la  différence  a  —  ar„+i  sera  de  signe  contraire  à  a  —  x„, 
c'est-à-dire  positive  et  moindre  que  sa  valeur  numé- 
rique. Couséquemment  â?„^i  sera  une  valeur  plus  ap- 
prochée de  a  et  comprise  entre  L  et  U.  De  l'inégalité 
Jr„^.,  <;]a,  on  conclut 


donc 


«+1 


-f-e(a  — jr„^.,)<;a, 


f'[^«-Hi-H  ô(a  —  ar„+,)] 


<f'(«)' 


la  valeur  a — jr„+i  sera  donc  désigne  contraire  à  a — x„^i, 
c'est-à-dire  négative  et  en  valeur  absolue  moindre  qu'elle, 
x^t  est  ainsi  plus  approché  que  ar„^i  et  nécessairement 
aussi  plus  approché  que  a:«.  On  arrivera  aux  mêmes  ré- 
sultats en  supposant  x„  inférieur  à  ol. 
Si  (p'  (a)  <[ —  I,  il  est  impossible  de  satisfaire  à  l'iné- 


galité ç'  [x) 


par  des  valeurs  voisines  de  a. 
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Si  cf'(a)  = — 1,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  l'iné- 
galité cj>'  {x)  9  à  moins  que  y'  (x)  ne  soit  un  maxi- 
mum de  cp'  (x). 


î  on  peut  trouver 


On  vient  de  voir  que  si  ç'  (a) 

une  valeur  de  départ  qui  donne  des  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées  de  la  sacine  a,  alternativement  par 
défaut  et  par  excès.  Toutefois,  puisqu'il  suffit,  pour  un 
juste  emploi  de  la  méthode^  que  ?'[^,i  -+•  6i  (^n+i — ^n) 
soit  compris  entre  o  et  —  i ,  il  est  bon  de  remarquer  que 
cette  condition  peut  être  remplie  sans  qu'on  ait 


(p'[j:, -f6(a  — j:„)] 


ou  en  valeur  absolue  a  — x„^,  <  a  —  w,  c'est-à-dire  sans 
que  la  valeur  Xn  soit  située  dans  le  plus  petit  des  deui 
intervalles  L'...  a,  a...L  et  même  sans  que  9' (jCn)  soit 
compris  entre  o  et  —  i .  Mais  lorsque  la  valeur  x„  ne  sera 
"pas  située  dans  le  plus  petit  des  intervalles  L'...a,  a,.,L, 
une  discussion  des  valeurs  successivement  obtenues  est  in- 
dispensable. [La  suite  prochainement.) 


SOLUTION  M&  QUESTIONS  622,  621 

(TOir  p.  171); 

VkR  M.  G.  BARTËT, 

Elève  du  lycée  Napoléon  (classe  de  M.  Vacquant). 


1^  Question  622  (Bobillier). 

Je  prends  pour  origine  le  foyer,  pour  axe  des  x  Taxe  de 
la  courbe  génératrice,  pour  plan  des  xy  un  plan  pcrpeu- 
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diculaire  au  plan  sécant^  les  axes  sont  d'ailleurs  rectaii- 
claires. 

L'équalion  de  la  courbe  méridienne  dans  le  plan  des 
xy  est 

x*  -h  j^  =  •'  7*  ; 

e  est  rexcentricitë,  y  =  o  représente  la  directrice  : 

La  surface  de  révolution  sera  représentée  par 

(i)  *' -h j» -H  2=^  =  i^y\ 

Le  plan  sécant  a  pour  équation 

(2)  /7IX+  njrz=:i. 

Le  cône  ayant  pour  sommet  Torigine  et  |x>ur  directrice 
la  courbe  représentée  par  Tensemble  des  équations  (1)  et 

(3)  a  pour  équation 

jp»  H- j'  -t-  z*  =  I*  [ax  +  b  [mx  -\-  nj )]'. 

Mise  sous  cette  forme,  1  équation  montre  bien  que  le 
cône  est  de  révolution,  l'axe  étant  une  droite  passant  par 
Torigine  perpendiculaire  au  plan 

ax-^-  b[  mx  H-  /i^ )  =  o. 

Celte  droite  sera  située  dans  le  plan  des  xy. 

Le  pôle  du  plan  représenté  par  inéquation  (a)  est  un 
point  du  plan  xj.  Je  dis  que  l'axe  du  cône  passe  par  ce 
point.  En  eiTet,  considérons  la  courbe  méridienne  dans 
le  plan  des  x^  ^  le  cône  est  coupé  par  le  plan  des  xj  sui- 
vant deux  génératrices  FA,  FB.  Le  plan  des  xy  est  coupé 
suivant  la  droite  AB  par  le  plan  donné  mx  -^  ny  =1  i . 
Menons  les  tangentes  à  la  courbe  méridienne  en  A  et  B; 
soit  C  le  pôle  ou  l'intersection  de  ces  deux  tangentes  5  je 
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sais  que  FC  est  bissectrice  de  ]  angle  AFB;  d^ailleurs 
Taxe  du  cône  est  aussi  bissectrice  de  cet  angle  :  donc  ces 
deux  lignes  coïncident  (*).  c.   q.  f.  d. 

S""  Question  621   (Manhheim). 

I  ^  On  sait  que  le  lieu  du  point  F,  en  prenant  pour  ori- 
gine le  point  Oet  pour  axe  polaire  OX,  est  représenté  par 
l'équation 

'        sin  2  (k> 

p  étant  le  demi -paramètre  de  la  parabole*,  on  a,  sur  la 
figure, 

F'  OY  =  0». 

Par  O  je  mène  une  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole,  OR 
qui  rencontre  la  tangente  au  sommet  en  K.  On  sait  que 

YOK  =  FOX=r«. 


—P 


D'ailleurs  OK  =  ^,  donc  OF'  =  — ^2 

2  2  COS  2  u 

Soit  a)i  =  F'OX  =  ci)  +  -)  on  aura  0F'  = 

2  2COS20i>i 

Faisons  tourner  dans  son  plan  la  courbe  OF'  d'un  angle 
75   Soit  Cl),  =  û)i-h7,  on  aura  OF' = A ;  ainsi 

4  4  2Sm26>l 

après  cette  rotation  le  lieu  de  F'  devient  homothétique 
avec  celui  de  F,  le  rapport  de  similitude  étant  — 

2**  Dire  que  la  tangente  en  F  au  lieu  de  F  passe  en  F', 
c'est  dire  que  la  sous-tangente  de  F  est  OF'.    D'après 


(•)  M.  A.  Schnéc,  élève  du  lycée  Charlemagnc,  a  résolu  la  même  ques- 
tion par  on  moyen  semblable. 


(3.5  ) 
uac  formule  connue,  on  a 


sous-tang 


p'         2COS2c>> 


donc  la  sous-tangente  se  confond  bien  avec  OF'. 

3^  De  même  OC  est  la  sous-tangente  dalieu  de  F'  en  F\ 

En  effet,  on  a 

p*                p 
sous-Uog  =  —  ^  =  —  -7-T^- =  OC  ; 


mais 


OF  =  -r^^^-~ 


P 


sm2w  sm2a»i 

donc 

0F  =  40C. 

C.    Q.     F.    D. 

Note.  —  Des  solutions  à  peu  près  semblables  à  celle 
qui  précède  nous  ont  été  adressées  par  MM.  L.  Abadie^ 
Abraham  Schnée,  élève  du  lycée  Cliarlemagne;  Frédé- 
ric Delafond  et  G.  Mahuet,  élèves  du  lycée  de  Lyon; 
G.  Halphen,  élève  du  lycée  Saint-Louis. 

MM,  A.  Combler,  G.-B.  (de  Florence),  J.-J.  Hem- 
mîng,  élève  de  TAssociation  Polytechnique,  à  Zurich, 
ont  résolu  la  même  question  sans  faire  usage  des  coor- 
données polaires. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE 

Dk  m.  BELTRAMI  (de  Milan), 


Malgré  la  solution  fort  ingénieuse  que  M.  Delorme  a 
donnée  (cahier  de  mai)  de  la  question  américaine  n*'  3, 


(3.6) 

je  me  permets  de  vous  communiquer  la  suivafile,  pure- 
raenl  algébrique. 
En  posant 

^sina -H«cosa  =r  w,     /  cosa  —  xsina  =  t>^ 

les  deux  équations  entre  lesquelles  il  faut  éliminer  (f  se- 
crivent  de  la  manière  suivante 

u  cos^  +  (^ sin f  =  2a  sin^  ces ^ , 
—  asin(p+  PCOSif=2a  (cos'(j)  —  sin'y); 

d'où  Ton  lire,  en  résolvant  par  rapport  à  «  et  i', 

u=z2a  sin'  9,     p  =  2 «  ces*  y. 

De  ces  équations,  on  déduit  immédiatement 

tt'  -+-0^  =(2«)^* 

C.    Q.    F.    D. 


SOLITION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  614; 

Par  m.  Henri  DELORME. 


Je  rappelle  l'énoncé  : 

Soit  F  le  foyer  d'une  ellipse  donnée^  en  un  point  M 
de  la  courbe  on  mène  la  tangente,  le  point  T  où  elle 
coupe  le  petit  axe  se  projette  sur  le  rayon  vecteur  FM 
en  Q.  On  demande  le  lieu  du  point  Q  quand  M  décrit 
l 'ellipse.  {  Mànnheim.  ) 

Je  joins  FM,  et  du  second  foyer  F'  j'abaisse  sur  la 


(  3'7  ) 
tangente  MT  une  perpendiculaire  que  je  prolonge  jusqu'à 
la  rencontre  de  MF  en  K.  Je  joins  TR,  TF  et  TF'.  J'ai 

TF  =  TF'  =  TK. 

Donc  le  triangle  TFK  est  isocèle,  et  par  conséquent  le 
point  Q  est  le  milieu  de  FK.  Donc 

FQ  =  /z. 

Ainsi  le  lieu  demandé  est  un  cercle  décrit  du  foyer  F 
comme  centre  avec  le  deiùi  grand  axe  pour  rayon.  Ce 
cercle  passe  évidemment  par  les  extrémités  du  petit  axe. 

Note,  Des  solutions  géométriques  peu  différentes  nous 
ont  été  adressées  par  M.  JuUin,  élève  du  lycée  de  Ma- 
çon; M.  F.  Pinsonnière,  élève  du  lycée  Saint-Louis 
(classe  de  M.  Amiot);  et  par  MM.  Ch.  Kessler  et  Mo- 
gni.  M.  Mogni  remarque  :  i®  que  les  projections  du 
point  T  sur  les  rayons  FM,  F'  M  sont  sur  une  droite  qui 
passe  par  le  centre  de  Tellipse;  2®  que  la  même  solution 
convient  à  Thyperbole.  Dans  la  parabole,  le  lieu  du  point 
Q  est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  foyer  et  pour 
rayon  la  distance  du  foyer  au  sommet  de  la  courbe. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  614; 

Par  m.  FERFIK, 

Capitaine  d'Etat-Major  (h  ConBlaotinople). 


Soient  c  la  projection  du  point  C,  centre  de  Tellipse, 

sur  le  rayon  vecteur  MF;  t  la  projection  du  point  T 
sur  Ce,  et  m  celle  de  M  sur  CF;  j/,  y'  les  coordonnées 
du  point  M.  Posons 

Yc=m,     cQ  =  Tt  =  n,      FQ  =  r,      FM  =/     et     FC  =  c; 


(3i8) 
On  a 

.c-      f      ^'  {-\~^ 

d'où 

r:=m-^n  =  -^ — ^ -f  -7- 

On  sait  que 

on  a 


et,  en  remplaçant  c'  par  a*  —  i', 

On  en  conclut  que  le  lieu  cherché  est  un  cercle  dont  le 
rayon  est  le  demi  grand  axe  a  et  dont  le  centre  c&t  le 
foyer  F. 


SOLliTiON  DE  LA  QUESTION  623  (BOBILLIER), 

Pab  m.  Abraham  SCHNÉE, 

Elève  du  lycée  Charlemagne. 


Une  droite  glisse  sur  deux  autres  non  situées  dans  un 
fTèéme  plan,  de  telle  sorte  que  la  partie  interceptée  entre 


(*)  D'après  la  similitude  des  triangles  FcC,  MmF. 

(**)  Parce  que  les  triangles  TG  f,  M  m¥  sont  semblables  et  qu'en  outre 

TC  =  -;•  (  Notes  du  Rédacteur.  ) 


(3'9) 

elles  soit  constamment  vue  sous  un  angle  droit  d'un 
certain  point  de  V espace;  cette  droite  engendre  une  sur- 
face gauche  du  second  ordre. 

Je  prends  pour  axe  des  z  la  plus  courte  distance  des 
deux  droites,  et  pour  plan  des  jcy  un  plan  perpendicu- 
laire à  cette  plus  courte  distiance  en  son  milieu.  Les  axes 
des  X  et  des  y  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  projections  des  deux  droites  sur  le  plan  des  xy. 

Cela  posé,  leurs  équations  seront 

(i)  z  =  A,         jr  =  -^mxy 

Menons  un  plan  par  la  première, 

(3)  z  —  X- 4- X  (/ -H/?ix)  =  o. 
Menons  de  même  un  plan  par  la  seconde, 

(4)  ^-l-^-hV(^ — mx)z=zo. 

•  '     L'intersection  de  ces  deux  plans  représente  une  droite 
qui  s'appuie  à  la  fois  sur  les  deux  autres. 

Cherchons  les  coordonnées  des  points  de  rencontre,  il 
suffit  de  résoudre  simultanément  les  équations  (i),  (3) 
et  (4),  puis  (2),  (3)  et  (4).  On  trouve  ainsi  pour  le  pre- 
mier 

pour  le  second 

k  k  , 

Soient  a,  b^  c  les  coordonnées  du  point  donné  de  l'es- 
pace; en  écrivant  que  le  carré  du  premier  côté  du 
triangle  formé  par  ce  point  et  les  deux  points  précédents 
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est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres,  j'exprime- 
rai que  la  partie  interceptée  est  constammeut  vue  sous 
un  angle  droit  ;  on  aura  donc  la  relation 

<»)|=(''-v^)'+(*+7)'-^('-')'  +  ('-.4;)' 


Hï 


-{-(c-hky. 


Eliminons  X  et  W  entre  les  équations  (3),  (4)  et  (5)^  nous 
aurons  l'équation  de  la  surface.  On  trouve,  après  réduc- 
tions, 

I/w»  Â*  (/»>  —  i)  JT»—  A^  (m^  —  i)x^ 
-h  /»'  («*  4-  ^>  +  c»  —  A»)  «' 4-  2 X-  maj-z  +  2^m'  bzx 

C*est  une  surface  du  second  ordre,  et  elle  est  gauche, 
puisqu'elle  est  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur 
deux  autres  qui  ne  se  rencontrent  pas. 


{*)  Cette  équation  représente,  dans  le  cas  le  pins  général,  un  hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 

—  a  m*  b 

m* —  I  m'—  I 

Dans  les  cas  particuliers,  elle  représente  un  paraboloîde  hyperbolique 
le  système  de  deux  plans,  etc.  Nous  engageons  M.  Schnée  à  discuter  le 
quation  qu*il  a  obtenue.  (  Noie  du  Rédacteur. } 
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(Toir  tome  VIII,  page  U4}. 

Soit  P  un  point  d'une  courbe  A]  C  le  centre  de  cour- 
bure en  P  5  O  un  point  fixe,  origine  des  rayons  vecteurs; 
CD  perpendiculaire  à  CPj  et  D  le  point  d'intersection  de 
CD  auec  le  rayon  vecteur  PO,  ou  bien  auec  son  prolon- 
gement. Si  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  A  est  pro- 
portionnel à  une  puissance  n  quelconque  de  la  perpen» 
diculaire  conduite  de  F  origine  O  sur  la  tangente  à  la 
courbe,  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  de  A  et 
correspondant  au  point  C  sera  égal  à  n .  CD. 

Gimi&AUSATion  bt  Solution  par  M.  SACCHI  (de  Milan). 


Que  l'on  lireOQ  perpendiculaire  à  CP;  OQ  et  QP  se- 
ront les  longueurs  des  perpendiculaires  conduites  de  O 
sur  la  normale  et  sur  la  tangente  à  la  courbe  A  en  P. 

En  posant 

QP=:/?,     0Q  =  ^,     0P  =  /-,     CP=R, 

et  en  nommant  R^  le  rayon  de  courbure  de  la  dévelop- 
pée, a  Tangle  compris  entre  R  et  un  axe  fixe,  et  en  dési- 
gnant avec  un  accent  la  dérivée  par  rapport  à  a,  on  aura 
les  formules  connues 

(«)  R'=R.,     p'^q, 

et  à  cause  des  triangles  semblables  PCD,  PQO, 

(2)  CD=:?R. 

P 

Or,  a  indiquant  une  constante  et  n  un  nombre  quelcon- 

Aff/i.  de  Haihémat.,  i^  série,  1. 1"'.  (Septembre  idGa.)        2i 
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que,  ou  a  par  hypothèse 

(3)  R  ==«/.-, 

et  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a,  eu  égard  aux 
relations  (i),  (st),  (3),  on  obtient 

R,=:/i  .CD, 

laquelle  démontre  la  proposition  énoncée.  Le  rayon  de 
courbure  Ri  doit  être  porté  de  C  vers  D,  ou  bien  en  sens 
contraire,  suivant  que  fi  est  positif  ou  négatif. 

Si  dans  Téquation  (3)  on  remplace  R  par  sa  valeur  —jr 

et  qu'on  représente  par  A  et  Ar  deux  constantes,  on  aura, 
en  intégrant  l'équation  résultante  : 

laquelle  est  l'équation  entre  r  et  p  de  la  famille  des  cour- 
bes dont  le  rayon  de  courbure  satisfait  à  la  condition  (3) 
donnée  dans  la  question. 

Cette  dernière  représente,  dans  le  cas  de  /»  =  —  3, 
les  coniques  rapportées  au  centre;  n=i  Tépicycloïde 
rapportée  au  centre  du  cercle  fixe,  et  aussi  la  dévelop- 
pante de  la  circonférence  quand  on  a,  en  outre,  A  =  i* 
En  supposant  dans  la  même  équation  A  =  o,  la  résultante 
représente,  pour  n  =  3,  la  parabole  rapportée  au  foyer: 
7z  =  o,  la  circonférence  rapportée  à  l'un  de  ses  points; 
72  =  E ,  la  spirale  logarithmique  rapportée  au  point  asymp- 
totique;  /i  =  —  3  Thyberbole  équilatère  rapportée  au 

centre;  n  =  -9  la  cardioïde  rapportée    au  point  de  rc- 

broussement;  «  =  —  ^5  la  lemniscate  de  Bernoulli  rap- 
portée au  centre;  etc. 
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>«-■]        ii.-i      ■  -  II..         .  ■    ,,  ,  ^>$ 


THÉORÈMES-, 

Par  m.  Paul  SERRET. 


i.  Soient  un.polygone  inscriptible,  et  ai,  dt^...,  a,,  les 
longueurs  de  ses  côtés  ;  M  un  point  qui  se  meut  sous  la 
condition  que  ses  distances  positives  pi,  p^^. .  .^  p„  aux 
côrës  de  ce  polygone  soient  liées  par  la  relation 

Px  Pi  Pn 

le  point  M  décrit  l'arc  du  cercle  circonscrit  au  poly« 
gone,  sous-tendu  par  l&côtë  a^. 

Si  le  polygone  est  régulier,  la  relation  entre  les  dis- 
tances se  réduit  à  celle-ci  : 

i'  —  =  — -h...H 

P^         Pi  Pn 

2.  Une  droite  se  meut  dans  le  plan  d'un  polygone  ré- 
gulier^  de  manière  que  les  distances  de  f i,  ^|,,...,^„ 
des  sommets  de  ce  polygone  à  cette  droite,  soient  liées  par 
la  relation 

2)  —  =  —  -f. .  . .  4-  — 

La  droite  mobile  a  pour  enveloppe  Tare  du  cercle  inscrit 
au  polygone,  sous-tendu  par  la  polaire  du  premier  som- 
met. 

Si  le  polygone  est  circonscriptible  sans  être  régulier,  il 
existe  encore  un  théorème  analogue  se  traduisant  par 
une  formule  semblable  à  la  formule  (i). 

21, 
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3.  Soient  deux  séries  de  cercles  orthogonaux  et  un 
quadrilatère  convexe  ayant  pour  sommets  les  traces  d'un 
cercle  variable  de  la  première  série  sur  deux  cercles 
fixes  de  la  seconde  :  les  côtés  opposés  et  les  diagonales 
de  ce  quadrilatère  se  coupent  suivant  deux  points  fixes. 

4.  Si  «1,  ai, . .  . ,  a„  désignent  n  arcs  formant  une  pro- 

portion  arithmétique  dont  la  raison  est — 9  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation 


I  I 

-H  . .  .H =0 


X  —  cosa,      ^x— cosaj  x— cosa„ 

sont  réelles,  et  cos  -  est  Tune  de  ces  racines  (conséquence 
du  théorème  2). 

5.  Soient  une  spirale  logarithmique,  une  corde  mo- 
bile vue  de  V origine  sous  un  angle  constant,  et  le  pôle  de 
cette  corde  par  rapport  à  la  spirale  ou  le  point  de  con- 
cours des  tangentes  à  la  courbe,  menées  parles  extrémités 
de  la  corde;  Tenveloppe  de  la  corde  mobile  et  la  ligne 
décrite  par  le  pôle  sont  deux  spirales  logarithmiques.  Le 
sommet  d'un  angle  constant,  circonscrit  à  une  spirale  lo- 
garithmique^ décrit  de  même  une  spirale. 

6.  Un  cercle  variable  passe  constamment  par  le  centre 
d^un  cercle  donné  :  l'enveloppe  de  ce  cercle  et  Tenveloppe 
de  la  droite  mobile  qui  réunit  ses  traces  sur  le  cercle 
donné  sont  deux  courbes  réciproques. 

L'enveloppe  d'une  sphère,  se  mouvant  sous  une  condi- 
tion analogue,  donne  lieu  à  une  proposition  semblable. 

7.  Un  cercle  variable  passant  constamment  par  uu 
point  fixe  O,  si  Tenvcloppe  de  la  droite  qui  réunit  ses 


(  3ïi5  ) 
traces  sur  un  cercle  fixe,  est  représentée  par  Téquation 

(i)  /(p,w)  =  o, 

l  équation 


m 

5   «    1    =   O, 

CO$<k> 


OÙ  m  et  n  désignent  des  constantes,  représentera  Tenve- 
loppe  du  cercle  variable  *,  et  les  deux  enveloppes  seron  t 
simultanément  circulaires^  pour  trois  positions  distinc- 
tes du  point  fixe  O  par  rapport  au  cercle  donné  [*). 


NOTE  SUR  UNE  FORMULE  CONNUE; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


1.  ((  Si  une  ligne  plane  admet  un  diamètre  rectiligne, 
les  rayons  de  courburede  cet  te  ligne,  aux  extrémités  d'une 
corde  AÀ'  conjuguée  à  ce  diamètre,  sont  inversement 
proportionnels  aux  cubes  des  sinus  des  angles  que  for- 
ment, avec  le  diamètre,  les  tangentes  menées  par  les  ex- 
trémités de  la  corde.  » 

Que  Ton  considère,  en  effet,  en  même  temps  que  la 

corde  fixe  AA',  deux  autres  cordes  BB',  CC,  conjuguées 

au  diamètre  et  infiniment  voisines  de  la  première.  Les 

R 
triangles  ABC,  A'B'C  étant  équivalents,  le  rapport  — - 

des  rayons  des  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  est  égal 
au  produit  des  rapports  de  leurs  côtés  homologues;  et  F  un 
quelconque  de  ces  derniers  rapports  a  pour  limite,  quand 
les  points  B  et  C,  B'  et  Q!  se  rapprochent  indéfiniment  des 

(*)  M.  Serret  ne  nous  ayant  pas  fait  connaître  les  démonstrations  de  ces 
diflrércnts  théorèmes,  noas  accepterons  celles  qui  nous  seront  adressées. 
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points  A  et  A',  le  rapport  des  sinus  des  angles  formés  par 
les  tangentes  en  ces  points  avec  le  diamètre. 

2.  ((  Si  Ton  considère  une  ligne  plane  quelconque,  la 
tangente  en  l'un  de  ses  points,  et  la  ligne  diamétrale  pas- 
sant par  ce  point  et  relative  aux  cordes  parallèles  à  cette 
tangente  :  la  tangente  trigonométrique  de  V angle  d'inci- 
dence de  la  ligne  diamétrale  sur  la  ligne  proposée  est 

égale  à^  ^  •  v  (Maclaumw.) 

(I)  tang/=|^.. 

Supposons  d^ abord  que  la  ligne  diamétrale  se  réduise  à 
une  droite  Ox;  considérons  une  corde  AA^  parallèle  à  la 
tangente  Ojr  et  infiniment  voisine  de  cette  tangente; 
et  soient  pet p'  les  rayons  de  courbure  de  la  ligne  pro- 
posée en  A  et  Â^  ^  {  et  t' les  angles  des  tangentes  aux  mê- 
mes points  avec  le  diamèlreOx.  On  aura,  par  le  lemme 
précédent, 

p  —  p'       sin'^'  —  sin*/ 

f      = .  .    ■  ■■  f 

p  sm*^ 

1      Ap  I        Asin'f 

p      ùks        sin^t        as 

A  p  et  À  sin*  t  désignent  les  différences  du  rayon  de 
courbure  et  du  nombre  sih'  t  dans  le  passage  de  Torigine 
à  l'extrémité  de  Tare  AOA'  =  A5.  D'ailleurs^  Tintervalle 
Àj  étant  infiniment  petit,  les  rapports  des  différences 
peuvent  être  remplacés  par  les  rapports  des  différentielles 
correspondantes;  on  peut  écrire,  en  simplifiant, 

^      dû       ^  di 


(3^7  ) 
Pi,  de  là,  en  passante  la  limile, 

.  -J-  =  3raiig/-9 

P    ^'-^  P 


ou 


(.)  Uing.=  -i.l^ 

La  formule (i),  ainsi  démontrée  pour  le  cas  où  le  dia- 
mètre est  rectiligne,  se  trouve  établie  eu  même  temps 
pour  le  cas  général.  Et  cela  résulte,  d'une  manière  assez 
évidente,  de  ce  que  l'on  peut  toujours  substituer  à  une 
ligne  la  tangente  en  Fun  de  ses  points,  ou  supposer  droite 
cette  ligne,  quand  on  a  seulement  pour  objet  de  détermi- 
ner la  direction  de  ses  tangentes.  Si  cependant  on  ne 
voulait  point  se  contenter  de  cette  évidence,  on  pourrait, 
menant  la  tangente  Oo:  à  la  ligne  diamétrale  enO,  asso- 
cier à  l'arc  OA  de  la  courbe  primitive,  situé  d'un  côté  de 
cette  tangente,  un  second  arc  auxiliaire  OA'i^  situé  de 
Fautre  côté,  et  tel  que  la  nouvelle  courbe  AOA'i  possède  le 
diamètre  rectiligne  Oj:.  La  formule  (i)  serait  applicable 

à  la  nouvelle  courbe;  et  le  rapport  -y-  aurait  la  même  va- 
leur pour  celle-ci  et  pour  la  proposée.  Car  on  reconnaît 
aisément  que  les  arcs  OA'i ,  O A'  ont  même  tangente  au 
point  O;  que  la  différence  de  leurs  ordonnées,  parallèles 
à  la  tangente  en  O,  et  terminées  à  la  droite  Ox,  est  du 
troisième  ordre;  la  différence  des  ordonnées  perpendicu- 
laires à  la  tangente  étant  dès  lors  du  quatrième  ordre,  ce 
qui  entraine  l'égalité  des  rayons  de  courbure  et  du  rapport 

Y  dans  les  deux  arcs. 
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OVESTItN  «IS 

(TOlrp.  186). 

Soit  construit  un  triangle  MNO^  le  sommet  N  est  fixe 
ainsi  que  les  directions  des  côtés  NM  et  NO,  le  côté  MO 
a  une  longueur  constante  ;  par  conséquent  il  touchera 
une  certaine  courbe  :  le  point  de  contact  sur  chaque  tan-- 
gente  MO  est  aussi  éloigné  de  M  que  la  projection  ortho- 
gonale de  N  est  éloignée  de  O  \  cette  courbe  nommée 
hypocycloïdey  est  formée  et  composée  de  quatre  branches 
correspondant  aux  quatre  angles  des  directions  données 
NM,  NO.  (BoKLEW.) 

Solution  dk  M.  F.  SIACGI, 

Officier  d'artillerie  (à  Turin). 


Soit  P  le  point  de  la  courbe  correspondant  à  la  tan* 
gente  MO,  et  soient  x,  j  ses  coordonnées  rapportées  aux 
axes  NO,  NM.  On  aura 

^„  xsioN  ^^       rsinN 

PM  =  ^-7 -T ,      PO  =  —. , 

sin{a  —  N)  sma 

et  par  conséquent 

,  .  xsinN  j^sinN 

^  '  sin(a  —  N)         sina 

a  étant  la  longueur  constante  MO,  et  a  Tangle  que  cette 
droite  fait  avec  l'axe  des  x.  Cette  équation  représente  la 
-droite  MO  dans  une  de  ses  positions.  Si  on  la  différenlie 
par  rapport  à  a,  on  aura  une  autre  équation  dans  laquelle, 
ainsi  que  dans  la  précédente,  a:,  y^  sont  les  coordonnées 
du  point  P  de  la  courbe. 


(3a9) 
Or,  de  Téquation  (i),  on  déduit  Fëquation 

asina  «sina 

sinN        sin(a  —  N)' 

laquelle,  différentiée  par. rapport  à  a  et  divisée  par  Ja, 

donne 

xsinN       acosoL 

8in*{a— N)""         sinN  ' 
d'où 

j: sinN  a  sin  (a  —  N) 

-r— 7 ;rT  = r-^Tj •  COSa, 

sm  (a  —  N)  smN 

équation    qui    démontre    le    théorème,    ayant    trouvé 

MP  =  -: — : —->  et  la  projection  de  ON  sur  OM  étant 

sin(a  —  N)  '^    •' 

,    ,     ,         aûnia  —  N) 

égale  a V-rrz •  cosa. 

^  smN 

Il  résulte  évidemment  de  cette  propriété  :  i^  que  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
l'angle  N^  a*'  qu'elle  rencontre  les  axes  en  quatre  points 
également  éloignés  de  l'origine;  3^  que  ces  points  sont 
des  points  d'inflexion. 

Lorsque  N  =  90**,  il  devient  très-facile  d'avoir  l'équa- 
tion de  la  courbe.  En  effet,  l'équation  (i)  devient  alors 

X  y 

h  -r^  =  a, 

cosa       sma 

qui,  différentiée  par  rapport  à  a,  donne 


d'où 


xsina        ^cosa 

=  Oi 

cos'a           sin' a 

sin  a 

1 

cosa 
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3  — > 


sma  =  -7-r;; rr-:  9      cosa  = 


T"! ÎT7'        i.U5:c  —  yr-j 5Yi-, 


et  par  conséquent 


x'-i-^'  =  a\ 


équation  d^une  hypocycloïde. 


NOTE 
SUR  U  GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  DR  PYTHA60RI, 

Par  m.  J08KPH  SAGCHI  (dk  Milan). 


Si  entre  les  côtés  a,  i,  c,  (Vun  triangle  rectîligne, 
respectivement  opposés  aux  angles  a^  ^^y^  onala  rela- 
tion û"  =  5'*-+-  c",  où  n  et  a  sont  des  constantes,  on  aura 

nécessairement  et  uniquement  n  =  a  et  a  =  -7r  (*). 

En  posant 

siDa=rAy     a-|-p  =  /, 

et,  en  substituant,  dans  la  relation  donnée,  les  valeurs 

a  a 

6  =  j8inp,     c=:Tsin^', 

ou  obtient 

(1)  A*  =8in*p -H  sin"j. 


(")  M.  Sacchi  a  remarqué  que  U  démoustralion  de  ccUo  proposition 
donnée  par  M.  l^niplenbach  {Nouvelles  ÀnnaIrSf  t.  VIII,  p.  ^oo)  est  in- 
complète. 


(33.  ) 
Prenant  la  dérivée  par  rapport  à  |3,  on  a  la  relation 

sin'^'  p  CCS  p  -f-  sin"~'/  cos^  =  o, 

laquelle,  mnltipliée  par  tang^  tang^,  donne 

sin"  p  tang7  -h  sin»j'  tang  p  =  o  ; 

éliminant  sin^j-  au  moyen  de  Téquation  (i),  et  ensuite 
remplaçant  tang jr^  tangjS,  tanga,  par  leurs  valeurs  res- 
pectives 

tang  p  +  tang  a  sin  B 

: r —^-9  *- 


1  —  tang  P  tanga       v^(i-.sin»pj       v^(  i  —  A') 
et  posant  sin^  =  X,  on  a 

De  là,  en  faisant  le  ctrrë  des  deux  novembres,  on  déduit 
X'  (X**-*  —  2 A»X"-*+  A^*-*)  4-  /i»— »(/*» ~  i)  =  o. 

Cette  équation,  devant  subsister  quel  que  soit  X,  four- 
nit les  deux  suivantes 


A'  —  1  =  o,     X*^  —  2  A-X»-»  -h  /**•"'  =  o, 

de  la  première  desquelles  on  tire  A  =  i,  ou  bien  a  =  -  n  ; 
et  par  conséquent  la  seconde  devient 

(X— ^— iy=o, 

et  ne  peut,  être  satisfaite,  quel  que  soit  X,  que  par  n=  2, 
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AIRE  DD  TRIANGLE  RECTILIGNE 
EN  FONCTION  DES  USSEGTRICES  GONJbGUtES; 

Par  m.  Joseph  SAGCHI. 


Soient  ÀBG  un  triangle  dont  les  côtés 

BC  =  X|,     CA=X„     AB  =  X,;     X,<X,<X,; 

D  et  ly  les  points  auxquels  le  côté  BC  et  sou  prolonge- 
ment sont  rencontrés  par  AD  =  bi ,  Aiy=  b\ ,  bissectrices 
conjuguées  correspondantes  â  Tangle  BAC  =  «i  opposé 
au  côté  Xi  ^  il ,  &',  ;  &8 ,  b\ ,  les  deux  couples  de  bissectrices 
correspondantes  aux  angles  «i,  as,  opposés  aux  deux 
autres  côtés  Xi ,  Xs  ;  A  Taire  du  triangle. 

Que  Ton  conduise  DE,iyË^,  parallèles  à  AC  et  qui 
rencontrent  BA  et  son  prolongement  en  E  et  E',  et  que 
Ton  fasse. 

Les  triangles  BDE,  BiyE',  semblables  à  BAC,  donnent 

/  — -      XjXa  f  ^^^      X3  Xj 


A.J  ~t"  *^a  A3  "~"  Àj 

les  triangles  ADE,  AIVE^  isocèles  par  les  propriétés  des 
bissectrices,  donnent  les  équations 

b\  =  2/*(i  H-  cosai),     b']  =  2/'*(i  —  cosa,), 

dont  le  produit  est 

A,  b\  =  a/i'sina, . 

Remplaçant  /  et  V  par  leurs  valeurs,  et  observant  que 

XjXasinai  =  2A, 
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on  a 

3  ^^i  A.3  Aï  -J — 77- • 

D'ane  manière  analogue,  on  obtiendrait 

Xï V»  Y"   Y      ^  "V»         "Y»  V"V      T' 

3        -^1  —  -^3 Ai  I    té  y        J^2  —  "^1  —  A-iA-i  YTT* 

Or,  en  posant 

|  =  .r,       |î=^.       ^  =  9m       4Aç,=  />„ 

les  trois  dernières  équations  donnent  les  suivantes  : 

(1)  a^^  x^z=p,Ty^ 

(2)  x^—  \z=zp^x, 

(3)  ;r^— i==/?.j; 

delà  somme  des  équations  (i)  et  (3)  retranchant  l'équa- 
tion (2),  on  a 

PiX 

Y  «= • 

PxX-^p^ 

Au  moyen  de  cette  valeur,  Téquation  (3)  devient 

additionnant  cette  dernière  équation  avec  celle  qu'on  ^ 
obtient  en  multipliant  par  p\  l'équation  (sà),  on  a 

*  [P^P^Pi  -+-/'?  '-P\  -^P\)  +  ^PxP*  =  O; 

éliminant  x  des  deux  dernières,  on  a 

(P^P^P^Y=[P\  —  Pl-^  P\Y  -  ^P^Pl, 
de  laquelle,  en  remplaçant  p^  par  sa  valeur,  et  en  posant 

7i  +  ^a-*-^3=  3^*» 
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on  tire  la  formule  cherchée 

* 

Si  Ton  pose 

et  si  l'on  fait  la  somme  des  aires  des  deux  triangles  dans 
lesquels  le  triangle  donné  est  partagé  par  chacune  des  bis- 
sectrices, on  obtient 

X,  +  X3=  2 AX-, ,       X.  +  X,  =  2 AX,,       X,  4-  X,  =  2A*„ 

desquelles  on  tire  les  valeurs  de  Xr  qui  transforment  la 
formule  connue 

i6A^=A,M.X,X,X3(X,-|-X,4-X,), 
dans  la  suivante 

où 

qui  donne  Taire  d'un  triangle  en  fonction  des  bissectrices 
«  intérieures  et  des  sinus  des  demi-angles  du  même  triangle. 
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QIIB8TI0II  270 

(Totr  tome  XII,  page  99). 

Soient  ABC  un  triangle  et  un  point  p  dans  le  plan  du 
triangle^  par  le  point  p  menons  trois  droites,  de  sorte 
que  p  soit  le  milieu  de  la  partie  rr'  interceptée  entre  les 
côtés  a,  b,  de  la  partie  ss'  interceptée  entre  b  et  c  et  de 
la  partie  u'  interceptée  entre  cet  a^  les  six  points  r,  r', 
j,i\  f,  t'  sont  sur  une  même  conique  M.  Menant  par  le 
sommet  A  une  droite  a  formant  ewec  les  droites  b^c^pA 
un  faisceau  harmonique j  et  d^une  manière  analogue 
une  droite  S  en  B'^  et  y  en  C:  il  existe  une  conique  M' 
qui  touche  les  trois  droites  a,  (3,  y,  en  A,  B,  G,  et  la  co- 
nique M'  est  homothétique  à  la  conique  M.  (Steikcr.) 

Solution  de  M.  Vincenzo  JANNI  (de  Naples). 


Soient  AB',  CA',  BC  respeclîvemenl  les  quatrièmes 
harmoniques    de  A/;,  Cp^  Bp  par  rapport  aux    côiés 


c 


V  - 


(AB,  AC),  (CA,CB),  (BC,  BA),  et  par  conséquent  pa- 
rallèles aux  droites  ss'^  tt\  rr*.  Si  nous  menons  les 
droites  /t',  5'r',  ts^  nous  aurons  un  hexagone  dont  les 
côtes  opposés  seront  parallèles,  tfoù  Ton  voit  que  les  six 
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points  r,  r',  s^  s\  f ,  t'  se  trouvent  sur  une  conique.  Les 
triangles  AB'G,  CA'B,  BC'A  sont  respectivement  sem- 
blables aux  triangles  t'ps'^  r'pt^  spr^  et  par  conséquent  on  a 

m 

A£_/?/      CA/_/?r^      BC  _  pr 

d'où  Ton  tire 

AB' .  CA' .  BC 


B'C.A'B.C'A 


I 


ce  qui  est  la  condition  pour  qu'une  conique  puisse  tou- 
cher les  côtés  du  triangle  A'B'C  aux  points  A,  B,  C. 
Appelant  S,  T,  R  les  trois  diamètres  de  cette  dernière 
conique  respectivement  parallèles  aux  diamètres  de  la 
première  ss\tt\  rHj  et  aux  côtés  du  triangle  A'B'C, 
on  aura 

S:T=AB':  B'c=: ss'itr, 

T  :  R  =  A'C  :  A'B  =  U'  :  rr\ 
d'où  l'on  tire 

ces  deux  coniques  ayant  trois  diamètres  parallèles  en  pro- 
portion, on  voit  qu'elles  sont  honuothétiques. 


EXTRAIT  D'UNE  LEHRE 

De  m.  MOGNI, 

Professear  de  mathématiques  à  Tortone. 


Dans  la  solution  de  la  question  532,  p.  a86  du  t.  XX, 
le  corollaire  que  l'on  déduit  est  contradictoire  au  lemme 
qui  le  précède. 

Avec  un  peu  d'attention,  on  voit  que  le  segment  con- 
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sidéré  sera  plus  grand  que  ^  a ,  qui  en  est  évidemment 

une  limite  inférieure.  ^ 

Ce  qui  d'ailleurs  est  conforme  à  la  citation  de  Huyghens, 

qui  se  trouve  en  tète  de  Tarticle. 
On  verra,  d'après  cela,  que  les  démonstrations  données 

p.  273  et  siiiv.,  où  Ton  prend  ^a  comme  une  limite 

supérieure.du  segment,  ne  pourraient  subsister. 


DÉNONSTBATION 
•E  U  RSLATIOR  INDIQIIÉB  PAR  H.  NANNHEIN 

(Toir  plff6  118)  ; 

Par  m.  VIANT, 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  à  l'Ecole  militaire  de  la  Flèche. 


J'écrirai  la  relation  qui  définit  la  courbe  (M)  de  la 


manière  suivante  : 

Je  prends  les  dérivées  des  deux  membres  deux  fois  de 
suite,  ce  qui  me  donne 

et,  en  ôtant  un  facteur  après  la  seconde  dérivation, 

^'^  7* Rî •- 


Je  multiplie  les  termes  de  Fégalité   (1)  respectivement 

Amn,  de  BÊûthémai.,  a« série,  t  !«■*.  (Septembre  1862.)        22 
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par 


r*        rj  RJ 


et  j'en  retranche  Tégalité  (  3  )  ;  ce  qui  conduit  à 

^X(r«+ar^»-rr^0_fx(R?-f-2R^?-^R.R^) 
(4)   •  2 jr. R3 

On  sait  que  l'expression  du  rayon  de  courbure  est 


9       ou       p  = 

• 

r» 

_■+! 

''i 

)J. 

r> 

+  2r" 

/r'  ' 

OU  encore 

r' 

^        co8*a  (r*  -H  2r'*  — 

-  rr 

')' 

en  se  rappelant  que 

r 
17  — 

tangV  =  cot 

a> 

V  étant  l'angle  que  fait  la  tangente  avec  le  rayon  veclenr, 
et  a  celui  qu'on  a  défini  dans  l'énoncé. 
De  la  dernière  formule  de  p  on  tire 


r»-+.2r'*  — /r'' 


I 


■ i == i~> 

r'  pcos'a 

et  en  substituant  dansTégalité  (4) ,  on  a  la  relation 


z 


X      _      P 


pcos'a       Roos^f 

G.    Q.    F.    Di 
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NOTE 
SDR  LA  BiGOMPOSlTira  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES; 

Par  m.  s.  MOGH, 

Professeur  de  mâthématiqiiQs  à  VEeole  iiiilitatne  de  la  Flèche. 


Remarque,  —  En  cherchant  la  différence   entre   les 

G  G 

fractions et   r>  on  trouve 

X  —  a  X —  h 

G  G      __        Q.[a—h) 


X  —  a       X — h       {x  —  o)  (x — b) 
d'où 

(,)  G  ^c:(^-b)      C:{a  —  b) 

{x — fl)(x— -6)  X  —  a  {x — b) 

La  formule  (i)  dotftie  le  moyen  de  décomposer  immédia- 

G 
tement  une  fraction  de  la  forme  .- -; — = — —  en  deux 

(*  — fl)  (x^  b) 

N  N 

fractions  simples  de  la  forme  ■■■■  ■■■  et  -^ i  • 

*  X —  a  X  —  b 

En  remarquant  que  (a  —  b)  est  la  différence  entre  les 
facteurs  (x — b)  et  (x  -^a),  la  loi  de  décomposition  appa- 
raît à  la  simple  inspection  de  la  formule  (i).  En  appli- 

,3                      3 
quant  cette  loi  aux  fractions  7 ^7-7 >    — ; ;-  y 

^  (or— 6)  (^  —  2)       jr(.r  — 5) 

7 7T-4 TT  '  on  écrira  immédiatement 

(x+4)  («~3) 

i3  i3  i3 


(*— 6)(^— 2)  ""4(0:  — 6)  4(.r— 2)' 

de  même 


x{x — 5)       5(.r — 5)       5..r' 

22. 
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et  encore 

'7  ^        '7 '7 

(x-h4)(*-3)       7(^-3)       7  {'  +  4)* 

Ca5  ^j  racines  inégales. 
Soit  la  fraction  rationnelle  ^  »  et  soit 

Fx=r  (j: —  <*)  (*  —  é)  («  — c)  .  .  .  (jT  —  ^), 

on  aura,  en  effectuant  la  division  de  fx  par  x  —  a, 

f^         ^    _^     A 


X  — a  X  —  a 

Divisons  les  deux  membres  par  [x  —  &), 

fx  _  B  A 

(x— fl)(x— ^j^"-^'*^"^  X  — 6"*"  (x— ii)(x— *)' 

mais,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

A  A'  A' 


(x  — fl)(x  —  b)       X  —  a       X  —  h 

il  viendra  donc  en  substituant 

fx  .  B  A'  A' 


(x  —  a){x~ft)  X  —  ^       X  —  â 

et  après  réduction 

fx  .  *  A'  B' 


» 


(x  —  a)(x — i)  X  —  a        X — h 

Divisant  par  x — c,  il  viendra 

fx  -  C  A' 

=/3xH h 


(x— fl)(x  — A)(x— c)  X— c        (x— tf){x— c) 

B^ 
(x^^)(x-.r)' 
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mais,  en  vertu  de  la  formule  (i), 


A'  A'' 


(x  —  a){x  —  c)  X  —  a       X — c 
B'  B"  B" 

remplaçant,  il  viendra 

A  .  .       c  A''  A" 


(jp  —  «)  (^  —  ^)(*  —  ^)  ^ — ^        *  —  ^       ■*  —  c 

W  B" 


_•      aSB^    an^^H 


X  —  b      X —  c  ' 
et  après  réduction 

fx  /•     ^    ^^    ^    B'     _^    C" 

=  A*H 1 7-4- 


On  trouvera  de  même 
fx A^  B*^ 


C"  D*' 


-1 1 -jî 

j?  —  e       X —  a 

et  eu  continuant 

Jx^ A<,  B„ 


X— c  X  —  k 
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i^i^^»^T^"^Wy^^W 


piSTION  «12 

(Toir  p.  ItS). 

On  donne  sur  le  même  plan  deux  circonférences  0, 
O'  et  un  point  fixe  P  \  on  décrit  des  circonférences  pen- 
sant par  P  et  tangentes  à  O,  Von  prend  tes  €txes  radi- 
caux de  ces  circonférences  et  de  O']  on  demande  V en- 
veloppe de  ces  droites.  Déterminer  directement  le  point 
de  contact  de  chaque  axe  radical  ai^ec  cette  env^eloppe. 

Solution  m  MM.  FnÉoéiuc  DELAFOND  bt  G.  MAHUET, 

EtèreB  du  lycée  de  Lyon. 


Le  lieu  des  centre^^  des  circonférences  paasani  par  P  et 
tangentes  à  O  est  une  hyperbole  (*)  dont  les  foyers  sont 
les  points  P  et  O,  et  dont  Taxe  réel  est  égal  au  rayon  2a 
du  cercle  O.  Soit  pris  pour  origine  des  coordonnées  le 
point  M,  milieu  de  OP.  L'axe  des  x  étant  dirigé  auivant 
MO,  et  Taxe  des  y  lui  étant  perpendiculaire,  Thyperbole 
aura  pour  équation 

si 

OP  =  ae,     et     ^  =  e*  —  a». 

Soient  a,  S,  les  coordonnées  d'un  point  O'  de  cette  hy- 
perbole^  Téquation 

(a;  —  a)»  +  (^  _  6)>  =  ^î  a  -h  aj 


(")  Ce  serait  une  ellif^se  si  le  point  P  était  dans  l'intérieur  du  cercle  0, 
et  une  droite  si  ce  point  était  sur  la  circonférence. 
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représentera  le  cercle  ayant  O'  pour  centre,  tangent  à  O 
et  passant  par  P. 
L'équation  du  cercle  Of  étant 

Taxe  radical  des  circonférences  CK,  O^  aura  pour  équation 

(i)    ^j:H-y^-#-r-+-2aar-4-2  6/H-  (• h  a\  —a' — 6'=o. 

Je  prends  la  dérivée  de  cette  équation  en  considérant  S 
comme  une  fonction  de  a  déterminée  par  la  relation 

n  en  résulte 


r^  H-  î/îf!  -1-  fl\  _  a  —  <56'=  o 


et 

par  suite 

Cette  dernière  équation  est  celle  d'une  parallèle  à  la 
normale  à  l'hyperbole  au  point  O^,  menée  par  le  point 
P.  Donc,  pour  déterminer  le  point  de  contact  de  l'axe 
radical  avec  Tenveloppe,  il  suffira  de  mener  par  le  point 
P  une  parallèle  à  la  bissectrice  de  Tangle  extérieur  au 
triangle  OVCf  et  de  prendre  sa  rencontre  avec  Taxe  radi- 
cal des  circonférences  O',  O". 

Pour  avoir  l'équation  de  Tenveloppe,  il  faut  éliminer  ot 
et  6  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3).  Les  équations  (2) 
et  (3)  donnent 


\/a'  {x  -4-  cy  —  h^x""  V^«'  [-'^  -H  ^Y  —  ^'^X' 
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Substituant  dans  Téquation  (i),  on  trouve 

(4)  ^x-h  yj  +  r-H  c'dz  7,  v^fl^(x-^c)»  — 6»7»  ?=  o  (*); 
d'où 

[fl  ( j:  4-  r)  -+-  é[r ]  [fl  ( JP  -h  c)  —  */  ]  =  ^  (  /?a:  H-  ^/  -h  r  +  c»  )», 

équation  qui  représente  une  conique  tangente  aux  deux 
droites 

(5)  fl(«-4-r) -f- 6r  =  o, 

(6)  a(«  +  c)— ^^  =  o, 

la  corde  des  contacts  ayant  pour  équation 

(7)  /?d?-4-^H- r4- c^  =  0. 

Les  droites  (5)  et  (6)  passent  par  le  point  donné  P  et 
sont  perpendiculaires  aux  asymptotes  de  l'hyperbole 

La  corde  des  contacts  (7)  est  perpendiculaire  à  la  droite 
qui  joint  Torigine  au  centre  de  la  circonférence  CX. 

Note.  —  M.  Kessler  a  résolu  la  même  question  au 
moyen  d'un  calcul  peu  différent  de  celui  de  MM.  Delà- 
fond  et  Mahuet.  Toutefois  M.  Kessler  établit  d'une  ma- 
nière générale  l'équation  du  lieu  du  point  O',  équation 
qui  est 

p* —  r* —  2/?a-4-  2rv^ôtM-6^  =  o, 

■ 

en  nommant  p  la  distance  OP^  et  r  le  rayon  de  la  circon- 
férence Oy  et  qui  représente  une  hyperbole  ou  une  ellipse 


(*)  Si  le  point  P  était  intérieur  au  cercle  G,  il  faudrait  remplacer  dans 
réquation  (4)  &'  par  ^  h* ,  et  si  ce  point  était  sur  la  circonrereoce  O, 
h  serait  nul.  (  Note  du  Hédactear,) 


•■'  -V 
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ayant  pour  directrices  les  droites 

di  (/>'  —  r*  —  2^  a)  =  o^ 

et  pour  foyers  les  points  O  et  P,  suivant  que  p*  —  r"  est 
positif  ou  négatif •  La  même  équation  appartient  à  une 
droite  lorsqu'on  a 

p^  —  r*  =  o     OH     r  =  o» 


:=> 


tmSTION  «24 

(Tolr  p.  171  >. 

Un  angle  trièdre  trireciangle  mobile  a  son  sommet 
en  un  point  fixe  pris  sur  une  surface  quelconque  du  se» 
cond  ordre,  le  plan  déterminé  par  les  intersections  de 
ses  trois  arêtes  auec  cette  surface  passe  constamment 
par  un  même  point  de  la  normale  issue  du  sommet  fixe 
de  V angle  trièdre.  On  demande  le  Ueu  de  ce  points  lors- 
que le  sommet  du  trièdre  parcourt  la  surface  donnée. 

SoLUTiOH  DK  M.  Abraham  SCHNÉE, 
ElèTe  du  lycée  Charlemagne, 

Et  ds  mm.  g.  BARTET  bt  H.  LEBASTEUR» 

Elèves  dtt  lycée  Napoléon  (classe  de  M.  VaqaaDt). 


1  •  Je  prends  pour  origine  le  point  fixe,  pour  plan  desx^^ 
le  plan  tangent  en  ce  point,  et  pour  axes  des  z  la  normale 
À  Torigine.  L'équation  de  la  surface  est  alors 

(i)         A-ar»  H-  A>'  4-  A^^z»  -h  2 B  jr  +  2 B':ra  =  2  C"z. 

Soît 
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Téquation  du  plan  déteroiiné  par  les  intersections  des 
trois  arêtes  du  trièdre  et  de  la  surface,  je  dis  que  Tëqua- 
tion 

(3)  p (A  «'H- Ay -f- A''3'H-2 B^e-f-2 B"xz)=:2  C"«(/*-î-i»r-»-iis) 

représente  un  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour 
base  l'intersection  de  la  surface  et  du  plan. 

Car,  l'équation  (3)  étant  homogène,  représente  un  cône 
dont  le  sommet  est  à  Torigine,  et  de  plus  ce  cône  passe 
par  l'intersection  des  surfaces  (i)  et  (2),  puisque  Téqua- 
tion  (3)  est  vériilée  par  les  solutions  communes  aux  équa- 
tions (1)  et  (2). 

Ce  cône  a  trois  génératrices  rectangulaires,  donc 

(4)  ;,  (A  -f.  A'  +  A'')  -  2C'/I  =  o  (*) 

ou 

p  aC" 


n       A-hA'  +  A" 


D'ailleurs,  en  faisant  a:=  o,  y  =  o,  dans  Téquation  du 
plan^  on  a 


n 


Par  conséquent,  la  valeur  de  z  est  constante  et  égale  à 

2C" 
-7 r«j  ce  qui  démontre  le  théorème. 

A  +  A'-hA"  ^ 

S.  11  reste  à  trouver  le  lieu  du  point  qui  vient  d'être  dé- 
terminé, quand  le  sommet  du  trièdre  parcourt  la  surface 
donnée.  En  faisant  tourner  le  trièdre  autour  de  son  som- 
met, le  point  dont  on  cherche  le  Heu  géométrique  reste 


(*)  Quand  Ihs  coordonnées  sont  rectangulaires,  il  faut  pour  que  le  cône 
A*«H-  A'r*-h  A"5*-t-  3B/«  -+-  2  W'xz  -H  uB"  jrr  =  o  ait  trois  {génératrices 
rectangulaires,  que  A  +  A'  +  A"=:o.  C'est  ce  qu'on  démontre  trés-sim- 
plement,  en  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  génératrices. 
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fixe;  on  peut  alors  admettre,  dans  la  recherche  de  ce  lien, 
que  les  trois  arêtes  du  trîèdre  sont  constamment  parallèles, 
à  trois  droites  rectangulaires  données. 

En  prenant  pour  exemple  Tellipsoïde  —-+-—-+-—=:  i, 

on  admettra  que  les  arêtes  du  trîèdre  soient  constamment 
parallèles  aux  axes  de  la  surface. 
Soient  a/,  j^',  z'ies  coordonnées  du  sommet,  on  a 


(') 


•'2 


a' 


t. 


z' 


Les  coordonnées  des  points  où  les  trois  arêtes  percent 
la  surface  sont 

{^x',  /,  z'),     [x\   -/,  z'),     [x!,  /,  ~z'). 
Le  pUn  passant  par  ces  trois  points  a  pour  équation 


(*) 


X  Y  z 

x'       y       z 


Les  équations  de  la  normale  au  point  (2/,  ^,  t!)  sont 

I"  "■('-i^)="(^)=-(^)- 

Entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3)  éliminons  a/,  /,  ^\ 
nous  aurons  le  lieu  cherché. 
Des  équations  (2)  et  (3)  on  tire 


h^ 


:c=r  ar 


I  I  r 


>'  =  / 


'  I  I  f  \ 

L  ^ — I \ 


z  =  z 


I         I         I 

-»  4-  -r:  -H  -r 


I 
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et  remplaçant  dans  Tëquation  (i)  ou  a 


x" 

Â» 


I 
I  I  1 

1 


Z^    /  I  \  2  /  1  ^    » 


J  1  I 

fl^  "^   ï»  ""  ? 


I.  I  il' 


équation  d^un  ellipsoïde  concentrique  au  premier,  et  dont 
les  axes  ont  les  mêmes  directions. 

Les  calculs  se  feraient  d'une  manière  semblable  pour 
une  surface  quelconque  du  second  ordre. 

Note,  —  MM.  Frédéric  Delafond  et  G.  Makuet,  élèves 
du  lycée  de  Lyon,  L.  P.,  élève  du  lycée  Saint-Lôuis,  sont 
parvenus  aux  mêmes  résultats  par  une  analyse  peu  diffé- 
rente de  celle  qui  précède. 

La  question  624  a  été  aussi  résolue  par  MM.  G.  6. 
(de  Florence)  et  H.  de  la  Phidelne. 


QUESTION  620. 

On  donne  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un 
point  double  et  en  ce  point  des  tangentes  perpendicu' 
laires  entre  elles ^  les  hypoténuses  des  triangles  rec* 
tangles  inscrits  dans  cette  courbe  et  dont  les  sommets 
de  V angle  droit  sont  toujours  au  point  double^  passent 
par  un  même  point  de  la  courbe. 


Quatre  démonstrations  différentes  de  cette  proposition 
nous  ont  été  adressées  par  MM.  L.  P.,  élève  du  lycée 
Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot),  Richard,  élève  de  la 
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classe  de  spéciales  de  Douai,  G.  Halphen,  élève  du  lycée 
Saint-Louis,  Schnée,  élève  du  lycée  Charlemagne  ]  nous 
allons  donner  celle  de  M.  L.  P.,  qui  est  très-simple. 

J'opère  en  coordonnées  polaires;  l'origine  -est  le  point 
double,  et  Tune  des  tangentes  Taxe  polaire.  En  expri- 
mant les  conditions  de  Ténoncé,  l'équation  générale  de 
la  courbe  est 

^       a  sin'tt  -h  b  sin*»  cos»  -h  6'  sinu co&'ta  -h  c cos'»  ^  '* 

Je  cherche  l'intersection  de  cette  courbe  avec  la  droite 
quelconque 

(2)  p=: — : . 

•^       6sin&>  +  €'coSb> 

Soient  a)|,  a>i,  CO)  les  valeurs  de  o)  correspondantes 
aux  trois  points  d'intersection,  elles  seront  données  par 
leurs  tangentes  au  moyen  de  l'équation 

(3)    a  tang^ft»  -H  (6  —  rf6  )  tang'»  -h  [b'  —  d€')  tangoi»  -h  c  =  o, 

obtenue  en  égalant  les  valeurs  de  p  des  équations  (i)  et 
(&),  et  divisant  ensuite  par  cos'o). 
Or,  par  hypothèse, 

taDg6)2  tang»3  =  —  1 , 

donc 

c 
tàngb),  =  — 


(*)  On  Toit  facilement  qu'en  prenant  pour  axe»  de  coordonnées  recti- 
lignes  les  deux  tangentes  rectangulaires  an  point  double,  l'équation  de  la 
courbe  est  de  la  forme 

la  substitution  de  p  sinuf  p  coso»  ky,  x  donne  ensuite  l'équation  (i). 

(  Note  du  Rédacteur.  ) 
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En  i^mplaçaut  ci>|  par  sa  valeur  dans  Tëquation  (i),  on 
obtiendra  évidemment  pour  ^,  une  valeur  constante.  Le 
théorème  est  donc  vrai. 


COMPOSITIONS  POUR  L'AMISSION  A  L'ICOLE  POLYTEGIIlMIIIi 

(ANNÉE  1862). 


Composition  mathématique. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  represenié(.'s 
par  Téquation 

(i)  x^-^y^  —  2' -h  2.pxz-^7.qyz  —  ixax  — nby  —  2C2  =0, 

• 

OÙ  a,  by  Cj  sont  des  nombres  positifs  connus,  première- 
ment lorsque  p  et  g  varient  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles ,  secondement  lorsque  p  et  q  varient  de  manière  à 
remplir  la  condition  nécessaire  pour  que  réquation(i) 
représente  un  cône.  On  indiquera  ensuite  la  partie  du 
lieu  qui  répond  à  des  byperboloïdes  à  une  nappe  et  celle 
qui  répond  à  des  byperboloïdes  à  deux  nappes. 

Calcul  trigonométrique , 
Dans  un  triangle  spbérique,  on  donne  les  côtés  : 

£i  =  4o»  3o'  5o" 
b  =  4^0  i5'  25" 
et  l'angle  C  =  45*»  32'  4o". 

Calculer  :  1^  le  côtéc^  2°  Tangle  A  ^  3^  Tangle  B; 
4^  (si  le  temps  le  permet)  calculer  directement  rexcès 
spbérique. 

Nota.  —  Les  candidats  devront  faire  les   opérations 
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successives  dans  Tordre  indiqué  ci-dessus  et  dans  la  li- 
mite du  temps  dont  ils  disposent.  Ils  effectueront  immé- 
diatement les  calculs  sur  les  feuilles  à  tête  imprimée  qui 
leur  seront  distribuées  et  sans  se  servir  de  brouillon. 
Toute  composition  où  une  partie  de  ces  calculs  serait 
omise  sera  annulée. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  cône  droit  de  révolution  et  une  sphère 
dont  le  centre  est  situé  sur  une  génératrice  du  cône 
ayant  pour  projection  une  droite  inclinée  à  4^^  sur  ]a 
ligne  de  terre. 

Il  s*agit  : 

1^  De  déterminer  riutersection  des  deux  surfaces  par 
ses  deux  projections  sur  deux  plans  coordonnés  ; 

2**  De  développer  la  surface  conique  et  de  tracer  sur 
le  développement  Tintersection  développée  des  deux 
surfaces  ; 

3^  De  construire  une  tangente  à  la  courbe  développée. 

Données, 

Diamètre  de  la  base  du  cône 12  centimètres. 

Hauteur  du  sommet  an-dessus  du  plan 

horizontal i4        » 

Diamètre  de  la  sphère ro        » 

Hauteur  du  centre  au-dessus  du  plan 

horizontal 6        » 

■ 

Lauis  à  Vencre  de  Chine, 

Faire  le  lavis  à  l'encre  de  Chine  d'une  surface  cylin- 
drique de  10  centimètres  de  diamètre  sur  i5  centimètres 
de  hauteur.  Ce  cylindre  devra  se  détacher  sur  un  fond 
formé  d'une  teinte  plate  grise  ^  il  reposera  sur  un  socle 
dont  la  surface  plane  sera  indiquée  par  une  teinte  pinte 
d'une  très-faible  intensité. 
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Le  modelé  de  cette  surface  cylindrique  pourrait  èu% 
fait  à  teintes  fondues  ou  adoucies^  ou  bien  à  teintes  plates 
superposées. 

On  admettra  que  le  rayon  de  lumière  a  pour  projec- 
tions horizontale  et  verticale  des  lignes  inclinées  à  4*^^ 
sur  la  ligne  de  terre.  Le  cadre  limitant  le  dessin  aura 
a4  centimètres  de  haut  sur  18  centimètres  de  large. 

Composition  française^ 

MORT  Dl  JBàNnC  D*AllC. 

-Une  bergère  a  sauvé  la  France....  Sortie  de  son  ba- 
meau...  elle  a  ranimé  le  courage  de  Charles  VU,  fait  le- 
ver le  siège  d'Orléans  et  conduit  le  roi  à  Rheims,...Sa 
mission  terminée,  elle  est  tombée  aux  mains  des  enne- 
mis, elle  va  mourir.  Un  bûcher  s*élêve  sur  la  grande 
place  de  Rouen  ;  il  est  entouré  de  soldats  anglais;  der- 
rière eux,  la  multitude,  contenue  par  la  terreur,  étouffe 
des  larmes....  Sn  face  du  bûcher,  d'infâmes  juges  siègent 
sur  des  gradins. .  .4'héroïne  s^avance,  calme  et  résignée.... 
montée  sur  le  bûcher,  elle  éprouve  un  moment  de  fai- 
blesse;... mais  bientôt,  ranimée  .par  la  prière,...  elle 
meurt  en  prononçant  le  nom  de  Jésus  et  en  pardonnant 
à  ses  bourreaux. 

Décrire  en  détail  toute  cette  scène. 


NOTA»  —  Le  défaut  d* espace  nous  force  à  renvoyer  au.  pny- 
chain  numéro  une  lettre^  que  nous  recevons  de  M,  Dieu  au  sujet 
des  remarques  de  M,  Fieille  sur  un  article  inséré  dans  le  nu- 
méro de  mai. 
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HÉIOIRE  SUR  LES  TÉTRAÈDRES. 

Meruiilioi  di  Tolue  Buinui  fin  tétraèdre  doDt  les  faces  ont  des 

aires  doBiées 

(  Tolr  p.  f67)  ; 

Pae  m.  PAINVIN. 


Présenté  à  l'Académie  en  janvier  1862. 


16.  L'équation  (10)  peut  s'écrire  : 

(ii)i    ®[(«-*-/;)'(«-H/0'-H(ô-+-/)'(9+/;)^+(e-h/0Mô-H/3)'] 
I— (o-i-/.)(o+/.)(ô-h/3)[3e»+2(c-/)0+c»]=o, 

ou,  en  développant  les  quantités  entre  parenthèses, 

(   .  3ô«-h4f/.-h/,4-/Oo*+2(/.H-/,-f-/,)'e» 
ô  J+2[(/-h/,+/,)t/L/;^-//3^-/,/3)-3/;/^3]o 

0^)  {    W\Â\  ^f\f\  -^fXfX  )  \  =0. 

X[3ô»-f-a(c-/)ô-+-c>] 

On  voit  d'abord  que  cette  équation  se  réduit  au  quatrième 
d^ré. 

On  peut  supposer,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  que  Torigine 
choisie  est  au  sommet  opposé  à  la  plus  petite  face,  et 
admettre  les  inégalités 

(i3)  /</.</»  </3. 

Par  suite  de  la  définition  de  0  (relations  6) ,  les  racines 
positives  de  Téquation  (11)  peuvent  seules  convenir  à  la 
question  \  cherchons  donc  le  nombre  des  racines  posi- 
tives de  cette  équation. 

Knn.  de  Mûlhémat.,  Q,*'  série,  t.  !«'.  (Septembre  i86a).         23 
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17.  Rappelons  la  définition  de  ,1a  quantité  c 

On  trouve  immédiatement  que  le  coefficient  de  6*  et  le 
terme  indépendant  sont  respectivement  3/et — c^ft/ift  î 
or  les  quantités/,  /, ,/, ,/» ,  c  sont  essentiellement  posi- 
tives^ donc  l'équation  (ii)  admet  au  moins  une  racine 
réelle  positive. 

Cette  équation  éunt  écrite  sous  la  forme 

(i4)         3/G^  +  P.0»-P,Ô'  — P,Ô-c'/,/,/3=o, 

on  trouve   les  valeurs   suivantes  pour   les   coefficients 

-f-2(/.+/.+/.)[3y;/»/,-/(/./.+/./. +/./.)] 

+  3/  /,  /,  [/,  -H/,  +/,  -  3/J 

4P,=     1/.+/'+/.;  L-205^+^«+#.+//.-h/;/.+//.)  J  ' 

(  +  I3[/././".-/(/./.+/./»-+-/'/.)]  ' 

(  +  4[5/(/. +/>+/.)-/']  ) 

48.  Je  dis  d'abord  «pie  P»  est  positif;  il  suffit,  pour 
s'en  convaincre,  de  poser 

(«6)  I  /,=/■+•  f,, 

^it  "yo  ^>i  sont  des  quantités  positives,  puisque  y^ est  la 
plus  petite  des  faces;  on  trouve  alors  que  4  Ps  prend  la 
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forme  : 


2(<p?+<pî4-<PÎ)H-6l  +«pî<p8-»-  36<p,(p,<pa  I  \f] 


quantité  évidemment  positive. 

19.  Maintenant  multiplions  la  valeur  de  4Pfl  par  4^ 
.celle  de  4 Pi  par  (/i  +/i  +/•) ,  et  ajoutons;  on  trouve 

(i8)  i6P,4-4(/.-H/-H/0Pi 


[3/'H-6/r/.-h/;-+-/a)'l\ 
-i4(y;/>+//sH-/>/3)Jr 


Si  l'on  fait  usage  des  relations  (i6),  le  second  membre  de 
Tégalité  (i 8)  se  réduit  à 

.  24(?'-»-?»  -+-?3)/'  ] 

1  -♦- [»3  (<pî  +  (pi  4-  fl)  4-  38  (<p,  <p.  4->.f3  -h  <p,  ?3 )]/  f. 

lx[<pî  +  ?Î4-<P§  — 2(<p,(p,H-y,f,-hf3<p3)J-t-i44?«<h?3)  / 

les  deux  premiers  termes  sont  évidemment  positifs;  nous 
allons  vérifier  qu'il  en  est  de  même  pour  la  quantité  qui 
occupe  la  seconde  ligne. 

D'après  les  inégalités  admises  (i3) ,  «p»  >  ^t  >  ?i  ?  on 
peut  donc  poser 

fa  =  fi4-f*> 

23 
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la  quantité  en  question  se  présente  alors  sous  la  forme 

quantité  visiblement  positive. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  conclusion  suivante  : 

(19)        4  Pî  +  (/•  -+-/»  +/3 )  Pi  =  quantité  positive. 

Or  si  Pi  est  une  quantité  positive,  Téquation  (14)9  q^^I 
que  soit  le  signe  de  Pt,  ne  possède  qu^une  variation;  si 
Pi  est  négatif,  Pt  devra  nécessairement  être  positif  en 
vertu  de  Tégalité  précédente,  et  l'équation  (i4)  ne  pos- 
sède encore  qu'une  variation. 

Donc  t équation  (11)  a  nécessairement  une  racine, 
réelle  positii^e  et  h*en  a  qu'une. 

Ainsi  le  volume  du  tétraèdre  n'est  susceptible  que 
d'une  seule  valeur  ou  maximum  ou  minimum. 

20.  Mais  à  la  racine  réelle  de  l'équation  (11)  corres** 
pond-il  toujours  un  tétraèdre  réel  ?  et,  dans  le  cas  où  il 
est  réel,  ce  volume  est-il  un  maicimum  ou  un  minimum  ? 

Pour  répondre  à  ces  questions,  étudions  les  valeurs 
des  dièdres  correspondant  à  Tunique  racine  réelle  po- 
sitive de  Téquation  (11);  ces  valeurs  sont  données  par 
les  équations  (8). 

Je  remarque  d'abord  que 

car;  pour  que  la  première  inégalité  soit  vraie,  il  faut  que 

.:>«.  ou  ^±tMLtéï>, 

ou 

ce  qui  est  exact  d'après  les  inégalités   (i3);  donc  les 
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cosinus  cos(A,A8)5  cos(AiA8)  sont  négatifs;  et,  par 
suite j  les  dièdres  correspondants  sont  aigus  (7). 

2i .  Constatons  maintenant  que  ces  dièdres  sont  réels  ; 
il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que  la  valeur  absolue  des 
cosinus  soit  inférieure  à  Tunité;  on  doit  donc  avoir 

ces  deux  conditions,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (7) ,  se 
réduisent  à  la  forme  suivante  : 

or  ces  inégalités  sont  vérifiées  tant  que 

22.  Supposons  alors 

les  deux  racines  des  équations,  obtenues  en  égalant  à  zéro 
les  premiers  membres  des  inégalités  (  20) ,  sont  de  signes 
contraires  ;  la  racine  positive  a  pour  les  deux  la  même  va- 
leur, et  cette  valeur  commune  est 


il  faut  donc,  pour  que  ces  inégalités  soient  vérifiées,  que 
la  racine  0  de  Téquation  (11)  soit  inférieure  à  la  racine 
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commune  Si  »  c'est-à-<lire  qu'on  doit  avoir 

(23)  9<Ô.. 

Observons   d'abord   que    les    grandeurs   des   quantités 

/>/i  >/«»/»  9  T^^  800^  P*«  complètement  arbitraires^  car  la 
troisième  des  égalités  (17,  §  II),  nous  donne 

(24)  v^/<v7-+-v/7-4-v/7., 

relation  d'ailleurs  évidente  à  priori. 
Posons  donc 

(25)  v/7->/7-\/^=K, 

K  est  une  quantité  positive  d'après  l'hypothèse  (21),  et, 
en  outre,  inférieure  ou  au  plus  égale  k  sff^  d'après  Tiné- 

gaHté(24). 

Nous  allons  substituer,  dans  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (i  i) ,  la  valeur  de  d| ,  et  constater  que  le  résultat 
de  cette  substitution  est  positifs  ce  qui  démontrera  l'iné- 
galité (23). 

23.  Nous  dirigerons  comme  il  suit  le  calcul  de  cette 
vérification  r« 

(  v(7.  =  K4-\/y;-HV^.     d'après  (25) 


(27)       (0.+/, 


R 


^ -f-/.  = -^  (k  +  ^)  (K-f- v7,). 
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doù 

Subslî taons  ces  valeurs  dans  Je  premier  membre  de 
réquation  (ii),  supprimons  le  facteur  positif  commun 
qui  se  trouve  en  évidence,  et  désignons  par  0|  le  résultat 
ainsi  obtenu^  on  trouve,  après  avoir  posé 

(28)  v'7-f-v7»=A,    \^77=B, 

©,  =  (/— K»)[K»-h4AK»-t-4{A^-f  î?B)Kh-12AB] 

expression  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

e,  =  (/— K»)[K»4-4AK«+(4A»-|-8B-/)K+i2AB]. 

Or  K  est  une  quantité  positive  et  inférieure  ou  au  plus 

égale  i  \lj\  de  plus  la  quantité  (4A*-h8B)  est  évi- 
demment supérieure  à/*;  donc  0i  est  positif.  L'inégalité 

(a3)  est  donc  vérifiée;  par  conséquent  les  dièdres  At  Ag , 

Al  As,  correspondant  à  la  racine  6  sont  toujours  réels ^ 
ces  deux  dièdres  sont  adjacents  à  la  face  0M|  M t  • 

24.  Ainsi,  il  est  démontré  que  les  dièdres  OMi ,  OMt  > 

sont  réels  *,  les  arêtes  Ti  ,  r^ ,  rg ,  sont  visiblement  réelles  ) 

1      /N    ^'^    /\ 
on  constate  aisément  que  les  angles  Ti  r,  y  Ti  r, ,  r^  r^ ,  sont 

aussi  réels.  Donc  on  a  dans  le  tétraèdre  OMi  Mt  M»  trois 
faces  réelles  OMi  M, ,  OMi  M, ,  OM,  Mj  -,  et  deux  dièdres 
adjacents  à  l'une  d'elles  et  correspondant  au  sommet  O  \ 
par  suite  le  tétraèdre  correspondant  à  la  racine  posi- 
tive 0  est  réel. 

25.  J'ajouterai  maintenant  que  le  tétraèdre  acquiert, 
pour  celte  valeur  6,  un  volume  maximum. 
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Le  groupe  (TII)  du  §  II  nous  donne  en  effet 


(29)    V  =  /./,/, 


i  cos(Â|A>)     cos(A|A,) 

cosfAsA,)  I  ces  (As As) 

cos(A3Ai)     cos(AaAi)  1 


et  les  cosinus  qui  entrent  dans  cette  expression,  sont  en 
outre  liés  par  la  relation 

(3o)  \^/[/^cos(AiA2)4-\^/r/ïcos(A,A,)4-v(/»^cos(A,A,)==--c. 

Nous  pouvons  regarder  X^  comme  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  cos(AtAs)  =  ai,  cos(Ai  As)=a«; 
et,  puisqu^aux  environs  du  maximum  ou  du  minimum  «i 
et  at  sont  des  quantités  n^atives,  on  peut,  pour  décider 
la  question,  n^étudier  les  variations  de  X^  que  lorsque  o^i 
et  oLf  varient  toutes  deux  de  o  à  —  i .  Or 

pour     a,=  a3=  a,         V  est  négatif; 

pour    a,  =  a3=  —  I,     V  est  encore  néga^f; 

mais,  comme  nous  savons  d*|tilleurs  que,  pour  les  valeurs 
négatives  de  ai ,  «a ,  correspondant  à  la  valeur  maximum 
ou^  minimum,  X^  est  positif,  et  qu^en  outre  il  n'y  a  oq 
qu'un  maximum  ou  qu'un  minimum,  on  voit  que^  lorsque 
ai  et  df  prendront  toutes  les  valeurs  possibles  de  o  à  —  i, 
la  quantité  X^,  d'abord  négative,  s'annulera  pour  certaines 
valeurs  de  «i  et  «t ,  deviendra  ensuite  positive,  s'annulera 
encoi*e,  et  redeviendra  enfin  négative^  donc  le  volume 
passe  par  un  maximum.  Ainsi, 

Parmi  les  tétraèdres  dont  les  aires  des  faces  sont 
données,  il  y  en  a  toujours  un,  et  un  seul,  dont  le  ^volume 
est  un  maximum,  [Les  aires  doivent,  bien  entendu,  véri- 
fier l'inégalité  (a4).] 

11  me  semble  que  la  question,  au  point  de  vue  analy* 
tique,  se  trouve  complètement  élucidée.  Il  nous  reste  à 
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signaler  plusieurs  des  propriétés  géométriques  que  possède 
le  tétraèdre  de  volume  maximum.  Les  groupes  de  for- 
mules établies  à  la  fin  du  §  U,  n""*  9, 10,  H,  12, 13,  nous 
seront  très-utiles  pour  cette  recherche. 

§  IV.  —  Propriétés  du  tétraèdre  maximum. 

26.  Introduisons  dans  les  formules  qui  viennent  d'être 
citées  rhypothèse  particulière 

(i)       r^r^  cos(r,r,)  =  r,r3C0s  {r^r^)  =  r^r^  cos  [r^n)  =  ^ 
el  posons  toujours 

on  trouve  d'abord' les  valeurs  suivantes,  déjà  employées  : 

^Âfz  cos  (A.A.)  =  e  -  rî  v^, 
v/Â7cos(A,A,)  =  9  — rî^, 
(^)  iv^co(»|;A.A.)=9-r;v^, 


/■» 


Les  trois  premières  relations  du  groupe  (VI)  deviennent 

(4)  <PÎ=/-î-^r;-2v^, 

Les  égalités  suivantes  du  même  groupe  donnent  alors 

1p,p3COs(pjps)  =  r.pjcosfr.pa)  =  r,p,cos(r,p,)  =  rj  —  y/ê, 
p,p3COs(p,p,)  =  r3p,cos(r,p,)  =  rap,cos(rip,)  =  rj  —  y^, 
pip2COs(p,p,)  ==  r„'5,cos{^p,)  =  r3p,cos(r3p,)  =.  r J  —  v^G. 

Les  relations  (5),  rapprochées  des  relations  (i),  nous  con- 
duisent au  théorème  suivant  : 
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Théorème  I.  — Le  produit  de  deux  arêtes  quelconques 
correspondant  à  un  même  sommet  par  le  cosinus  de 
l'angle  compris  est  constant  pour  un  même  sommet. 

Et  comme  les  égalités  (i)  et  (5)  peuvent  encore  s'écrire 

I    \/7.         s^         s/y; 


taiig(r,r,)        tang(r,r,)        tuig(r,r,) 

^  )f7>  s/Â 


(6)      <.  '*°^  (•*•''•  ^       tang (»•.?>)       «ang(r,p,) 


Ung(p,p,)        tang(r,p3)        lang(r,p,) 
>ff  ^A  V^ 


=  r;-v^ô, 


'*  tang(p,p,)       tang (rjp,)        Ung(r3p,) 

on  peut  substituer  au  premier  énoncé  le  suivant  : 

Les  tangentes  des  angles  correspondant  à  un  même 
sommet  sont  respect ii^ement  proportionnelles  aux  aires 
des  faces  qui  forment  ce  sommet. 

27.  Le  groupe  (IV)  nous  donne 
(7)  co8(r,p,)  =  cos(rvp,)  =  co^{r^^^)  =  0, 

c'est-à-dire  : 

Théorème  II.  —  Les  arêtes  du  tétraèdre  maximum 
sont  perpendiculaires  entre  elles. 

C'est  une  propriété  fondamentale  qui  rattache  ce  té- 
traèdre à  des  tétraèdres  déjà  étudiés. 

Les  i*elations  du  groupe  (VI),  la  première  par  exemple? 
nous  donnent 
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d'où  nous  concluons 


c 


(8)  r;  +  pî  =  rî-hp!  =  rî+pJ  =  Vô-h-^ 

OU,  en  langage  ordinaire, 

Théorème  III.  —  La  somme  des  carrés  des  arêtes 
opposées  est  constante. 

28.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  Mi   sur  la 
face  OMjMj  a  pour  équations 

^  —  ■*'i  X  —  l'y  *  - —  ^1  1^ 

d'où 

multiplions  successivement  par  Xt,^t,  Zt,  <^S)  JTs)  ^19 
et  opérons  de  même  pour  les  autres  sommets  ;  on  a  : 

Pour  la  hauteur  correspondant 

«„  .^r«w«o»  M  (  *^a  +  rri  H-  «a  =  r,  r,  cos  (r,  r,  ) , 

au  sommet  Mi . . . .  / 

1  au:3  4-rr3-»-2«s='"i''3COs(r,r,); 

au  sommet  M3  • .  • .  1 

I  xx,-*-j^, -4- «z,=  rar,  cos(r,/-,); 

,  __  l  xj?,  -+-  jj»  +  zzx  =  Ta  r,  cosfrj  r,  ), 

au  sommet  M» ....  { 

f  i^JT,  -h/ja-f-  23,=  rjr,  COs(r3r,)  ; 

ail  sommet  0 J  /     ^  w       •  /        v 

I  jî(j:,  — ar,)-h7(ri— ^3)4-2(21— »3)  =  o. 

Si  uous  considérons,  par  exemple,  les  hauteurs  rela- 
tives aux  sommets  M,  et  Mt,  on  voit  que  les  deux  plans 

^^^  -*- J7*:i  H-  ^'3  =  r,  Tj  cos  (r,  r,), 

•^^3  -+•  yy^  -t-  ^«3  =  '•5  '•s  cos  (r,  r^  ), 
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se  confondient,  eu  égard  aux  relations  (i)  ;  par  suite  ces 
deux  droites  sont  concourantes. 

Les  coordonnées  du  point  de  concours  des  hauteurs 
correspondant  aux  sommets  Mi  et  Mt  sont  : 

\x  =  a^i  X|  -h  Ott  Xj  H-  a,s  X3, 
>r  =  «12  Y,  -h  Un  Y,  -4-  fl,3  Y,, 
\z  :=  <7,)  Z|  -h  A|)  Z,  -h  «I»  Zs. 

Or 9  en  vertu  des  égalités  (i),  ces  valeurs  vérifient  les 
équations  qui  déte|:minent  les  hauteurs  correspondant 
aux  sommets  M  s  et  O  ;  donc  : 

Théoeeme  IV. —  Les  hauteurs  du  tétraèdre  maximum 
sont  concourantes. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  de  celle  qui  est 
énoncée  dans  le  théorème  II. 

29.  En  combinant  convenablement  les  égalités  du 
groupe  (VI)  et  en  ayant  égard  aux  valeurs  (i)  et  (5),  on 
arrive  à 


(9) 


pour  le  sommet  O. ...... . 


pour  le  sommet  M| 


pour  le  sommet  M, 


\  pour  le  sommet  M) 


r][r\ 

—  '"î) 

r\{r\ 

—  ^\) 

r\{r\ 

"^  '"*) 

'•Î(PÎ 

—  PÎ) 

•p5(pî 

—  '*?) 

PÎ  ('"1 

—  PÎ) 

r\[?\ 

—  PÎ) 

9'À?\ 

—  '"î) 

ù\{r\ 

-PÎ) 

'•!(pî 

—  PÎ) 

?^x{?\ 

—  rj) 

Pi'>î 

—  PÎ) 

/,-/.. 

:/-/, 
/,-/! 

/.-/» 

/-/., 

:/,-/! 

/,-/. 
/-/.. 

:/-/; 

/.-/.. 

:/-/. 
/.-/ 
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De  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Le  produit  du  carré  d^une  arêle  par 
la  différence  des  carrés  des  arêtes  appartenant  au  même 
sommet,  est  égal  à  quatre  fois  la  différence  des  carrés 
des  aires  des  faces  adjacentes  à  la  première  arête. 

Des  égalités  précédentes,  on  conclut 

pi<Pï<p3, 
(ïo)  {  p»<P3<r,, 

pi<Pa<''s> 

Les  relations  (9)  nous  fournissent  encore  les  suivantes 

Js — y»    ,    /t^^Ji   ,   y» — yi 

5 1 3 1 i —  =  o, 

'•î  r]  ri 


(««) 


li ' 77 ' Ti =  ^» 

^i  Pa  Ps 

1 ^' — Ti * H — ==^» 


Pt  '^2  p 


3 


y  —  yî    ,    -^  —  y     ,    yî  —  ^ 

1 ' 71 ' Zï —  =  ®' 


p;  pi  '^ 


3 


c'est-à-dire 

THÉORkMB  VI.  -—  La  somme  des  quotients  de  la  diffe- 
rence  des  carrés  des  faces  appartenant  à  un  même  som- 
met par  le  carré  de  l'arête  adjacente ^  est  égale  à  zéro. 

On  conclut  aussi  des  mêmes  relations 

(11)     rî(p;-pî)  +  ,î(pj-p;)-f-rj(pî-p;)  =  o, 

on,  en  d'autres  termes  : 
Théorème  VII.  —  La  somme  des  produits  des  carrés 
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des   arêtes  appartenant  à   un  même   sommet  par  In 
différence  des  carrés  des  arêtes  arrivant  à  l'autre  extré- 
mité de  rareté  considérée  est  égale  à  zéro. 

{La  suite  prochainement.) 


Htt«IRB  BR  eÉCMÉTRIB  PliRB  SUR  LBS  ClIBlOinS  «ADCIIS 

(TOir  p.  ttT)  ; 

Pab  m.  L.  CREMONA, 

Professeur  k  l'Université  d«  Bologne. 


Toutes  les  coniques  [locales  des  pôles)  conjointes^  si* 
tuées  dans  un  jaisceau  de  plans  conjoints,  sont  sur  un 
même  hyperboloïde  inscrit  dans  la  déi^eloppable  oscu- 
latrice  de  la  cubique  gauche  et  passant  parles  tangentes 
de  cette  courbe  situées  dans  les  plans  osculateurs  qui 
appartiennent  au  faisceau  (*). 

Tous  les  cônes  (enveloppes  de  plans  polaires)  coU' 
joints^  dont  les  sommets  sont  situés  sur  une  corde  de  la 
cubique  gauche ,  sont  circonscrits  à  un  même  kyperiih 
loïde  passant  par  la  courbe  gauche  et  par  les  tangentes 
de  celle-'ci,  rencontrées  par  la  corde  donnée,        ^ 

Ce  sont  les  mêmes  hyperboloïdes  trouvés  au  n^  8. 

D'après  le  premier  de  ces  théorèmes,  toutes  ces  coni- 
ques inscrites  dans  un  hyperboloïde  et  situées  dans  des 
plans  passant  par  une  même  droite  (directrice)  sont  les 
lignes  de  contact  d'autant  de  cônes  du  second  degré  cir- 
conscrits à  la  surface,  et  dont  les  sommets  sont  situés  sur 
une  même  droite  (la  focale  o&).  Ainsi,  par  exemple,  o' 

C^)  Annali  di  Maiematictty  t.  I,  $  28,  »ettombrc>oUobre  i85B.  —  Jwnutl 
fur  die  reine  undattg.  Mathcmmtik,  Riind  58,  §  iC.  Berlin,  1860. 
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est  le  pôle  du  plan  O  par  rapport  à  Thyperboloïde,  et 
vice  versa  o  est  le  pôle  du  plan  O'.  Donc  Thyberboloïde 
est  touché,  suivant  la  conique  (locale  des  pôles  de  O') 
conjointe  située  en  O,  par  des  plans  passant  par  o'\  parmi 
ces  plans,  il  y  a  les  trois  plans  osculateurs  de  la  cubique 
gauche  en  a',  £',  c'  \  donc  cette  conique  locale  est  tangente 
en  //,  e,y^  aux  droites /ift,  A^^,  ^A,  respectivement. 

De  ce  qui  précède  on  conclut  encore  que  o  est  le  pôle 
de  la  directrice  xy  par  rapport  à  la  conique  locale,  et  par 
conséquent  cette  courbe  passe  par  les  points  p^q^r. 

On  peut  donc  énoncer  ces  théorèmes  : 

Tout  kyperboloïde  inscrit  dans  la  dés^eloppable  oscU" 
latrice  de  la  cubique  gauche  contient  deux  tangentes  de 
celle^.  La  droite  (focale)  qui  joint  les  deux  points  de 
contact  et  la  droite  [directrice)  intersection  des  deux 
plans  osculateurs  en  ces  points  sont  polaires  réciproques^ 
par  rapport  à  Thyperholoide  ,*  car  chaque  point  de  la 
focale  est  le  pôle  du  plan  focal  du  point  conjoint  au 
premier  point.  Chaque  couple  de  plans  conjoints  y  menés 
par  la  directrice,  rencontre  la  cubique  en  six  points 
qui  se  correspondent  deux  à  deux  ^  les  droites  intersec- 
tions des  plans  osculateurs  aux  points  correspondants 
sont  génératrices  de  Thyperboloïde,  Chaque  plan  mené 
par  la  directrice  coupe  Fliyperboloide  suii^ant  une  coni- 
que  qui  est  le  lieu  des  pôles  du  plan  conjoint,  par  rap~ 
port  aux  coniques  inscrites  dans  la  dév^eloppable  oscu- 
latrice. 

Tout  hyberboloïde  passant  par  la  cubique  gauche 
contient  deux  tangentes  de  celle-ci.  La  droite  {focale) 
qui  joint  les  deux  points  de  contact  et  la  droite  (direc^ 
trice)  intersection  des  deux  plans  osculateurs  en  ces 
points,  sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  Vliyper" 
boloïde,  car  chaque  plan  mené  par  la  directrice  est  le 
plan  polaire  du  foyer  du  plan  conjoint  au  premier  plan . 
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Chaque  couple  de  points  conjoints  pris  surlajbcale  donne 
six  plans  osculateurs,  dont  les  points  de  contact  avtc 
la  cubique  se  correspondent  deux  à  deux)  les  droites  qui 
joignent  les  points  correspondants  sont  génératrices  de 
rhyperboloïde,  Cliaq'ue  point  de  la  focale  est  le  sommet 
d^un  cône  du  second  degré  circonscrit  à  cette  surface ^ 
ce  cône  est  Veni^eloppe  des  plans  polaires  du  point  con- 
joint au  sommet,  par  rapport  aux  cônes  du  second  degré 
passant  par  la  courbe  gauche. 

Ainsi ,  par  deux  droites  tangentes  à  la  cubique  gau- 
che, on  peut  mener  deux  hj^perboloïdes,  Vun  passant 
par  la  cubique^  Vautre  Insent  dans  la  déi^eloppahle  os- 
ctdatrice.  Ces  hyperboloïdes  sont  réciproques  entre  eux 
par  rapport  à  la  courbe  gauche,  c'est-à-dire  que  les  points 
de  chacun  d^eux  sont  les  foyers  des  plans  tangents  à 
Vautre.  Ces  mêmes  surfaces  ont  en  commun  deux  droites 
associées  (5)  passant  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  données  auec  la  cubique. 

12.  La  développable  osculatrice  de  la  cubique  gauche 
a  pour  trace,  sur  un  plan  quelconque,  une  courbe  du 
quatrième  ordre  (et  de  la  troisième  classe)  ayant  trois 
points  de  rebroussement,  lesquels  sont  les  points  d'inter- 
section delà  courbe  gaucbepar  le  plan  (*).  La  directrice 
du  plan  donné  est  la  tangente  double  de  cette  courbe 
plane  {**)  j  et  les  deux  points  de  contact  sur  cette  tan- 
gente sont  les  traces  des  droites  tangentes  à  la  cubique 
gauche  et  situées  dans  les  plans  osculateurs  qui  passent 
par  la  directrice.  On  sait  d'ailleurs  que,  si  une  courbe 
plane  de  la  troisième  classe  et  du  quatrième  ordre  a  un 
seul  point  réel  de  rebroussement,  la  tangente  double  a  ses 


(*)  Compte  rendu,  etc.,  u,  s.,  J  44- 

(***)  ScBROTBii,  Journal  fur  die  reine  und  ang.  MalhematiA,  Band  56,  p.  33. 
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deux  contacts  réels ,  et  que,  si  la  couche  a  trois  rebrous- 
sements  réels ^  la  tangente  double  est  une  droite  iso- 
lée (*).  Donc 

Tout  plan  mené  par  une  droite  qui  est  Vintersec-- 
tion  de  deugp  plans  osculateurs  réels  de  la  cubique  gau- 
che rencontre  cette  courbe  en  un  seul  point  réel.  Tout 
plan  mené  par  une  droite  intersection  [idéale)' de  deux 
plans  osculateurs  imaginaires  de  la  cubique  gauche^ 
rencontre  cette  courbe  en  trois  points  réels. 

Par  un  point  donné  sur  une  corde  réelle  de  la  cubique 
gauche  on  peut  mener  à  celle-ci  un  plan  osculateur  réel» 
Par  un  point  donné  sur  une  corde  idéale  de  la  cubique 
gauche  on  peut  mener  à  celle-ci  trois  plans  osculateurs 
réels. 

C'est-à-dire  que  : 

Si  une  ini^olution  de  plans  conjoints  a  les  plans  dou- 
bles réels  [imaginaires)^  chaque  plan  du  faisceau  coupe 
la  cubique  gauche  en  un  seul  point  réel  [en  trois  points 
réels). 

Si  une  ini^olution  de  points  conjoints  a  les  points 
doubles  réels  [imaginaires)  par  chaque  point  de  la 
droite ,  lieu  de  Vim^olution,  passe  un  seul  plan  oscu- 
lateur réel  [passent  trois  plans  osculateurs  réels)  de  la 
cubique  gauche  (**). 

13.  Â  présent,  appliquons  ces  propriétés  au  cas  très- 
important  où  le  plan  O^  conjoint  au  plan  O  est  à  dis- 
tance infinie.  Alors  les  pôles  du  plan  CX,  par  rapport  aux 
coniques  inscrites  dans  la  développable  osculatrice,  de- 
viendront les  centres  de  ces  coniques^  donc  (n^  3)  : 

Les  centres  des  coniques  inscrites  dans  la  déi^eloppa- 


{*)  Pluckbb,  Théorie  der  algehraischen  curven,  p.  196.  Bonn,  iSSg. 
(**)  Annali  di  MaiemaUca^X,  II,  $  8,  gennajo-febbrajo  iSSg. 

Ann.  de  Btathémat.y  a*  série,  t.  !«'.  (Octobre  1861.  )  ^4 
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ble  osculalnce  de  la  cubique  gauche  sont  sur  une  cofu- 
que  dont  le  plan  a  son  conjoint  à  V infini  (*), 

J'appelle  conique  centrale  celte  courbe,  lieu  des  cen- 
tres des  coniques  ioscrites  \  plan  central  le  plan  de  la 
conique  centrale^  c'est-à-dire  le  plan  qui  a  son  conjoint  à 
Vhiixm'^  focale  centrale  la  droite  focale  du  point  o  foyer 
du  plan  central  0\  faisceau  central  le  système  des  plans, 
conjoints  deux  à  deux,  parallèles  au  plan  central.  Le 
foyer  du  plan  central  est  le  centre  de  la  conique  centrale 
(nMl). 

La  droite  (à  Tinfini),  intersection  du  plan  central  par 
son  conjoint,  est  leur  directrice  commune  :  ainsi  cette 
droite  sera  l'intersection  de  deux  plans  osculateurs  réels 
ou  imaginaires,  selon  que  le  plan  à  l'infini  rencontre  la 
cubique  gauche  en  un  seul  point  réel  ou  en  trois  points 
réels  (n°  12).  Donc  : 

5/  la  cubique  gauche  a  trois  asymptotes  réelles^  il  ny 
a  pas  de  plans  osculateurs  parallèles  réels. 

Si  la  Cubique  gauche  a  une  seule  asymptote  réelle^  ily 
a  deux  plans  osculateurs  réels  parallèles  et  équidistants 
du  plan  central  {**). 

Je  dis  équidistants^  car  ces  plans  osculateurs  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  au  plan  central  et  au 
plan  conjoint,  qui  est  à  Tinflni  (n^  3). 

J'ai  déjà  adopté,  dans  mon  Mémoire  sur  quelques  pro- 
priétés des  lignes  gauches  de  troisième  ordre  et  classe,  in- 
séré au  Journal  mathématique  de  Berlin^  tom.  LVIll)i 
les  dénominations  d'hyperbole  gauche,  ellipse  gauche^ 
hyperbole  parabolique  gauche  et  parabole  gauche  ^ 
proposées  par  M,  Seydewitz  (voir  rintroduclion  de  ce 
Mémoire).  Je  continuerai  à  m'en  servir. 

(*)  Annatidi  hiaiemaiica,  t.  I,  §  37,  settembre-ottobre  i858. 
{**)  Annaii  di  MalcmaUca,  t.  II,  lugUo  ed  agobto  iSSg. 
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l'i.  Chaque  conique  inscrite  dans  la  développable  oscu- 
lalrice  est  Tenveloppe  des  droites  intersections  d'un  même 
plan  osculateur  par  tous  les  autres.  Donc^  pour  lellipse 
gauche,  la  conique  inscrite  située  dans  chacun  des  deux 
plans  oscillateurs  parallèles,  a  une  droite  tangente  a  Tin- 
fini.  Donc 

Les  plans  osculateurs  parallèles  de  V ellipse  gauche 
coupent  la  déi^eloppable  osculatrice  suii^ant  deux  para^ 
bolcs  (*). 

On  a  vu  que  la  conique  locale  des  pâles,  dans  le  plan 
O,  rencontre  la  directrice  en  deux  points  x^y  qui  sont  les 
traces  des  droites  tangentes  à  la  cubique  contenues  dans 
les  plans  osculateurs  passant  par  la  directrice,  c'est-à-dire 
en  deux  points  jr,/  qui  sont  les  contacts  de  la  directrice 
avec  les  coniques  inscrites  situées  dans  ces  mêmes  plans 
osculateurs  (n^  11).  Donc 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  la  dé^ 
veloppable  osculatrice  de  l'iryperbole  gauche  est  une  e/- 
lipse  dont  le  plan  (le  plan  central)  rencontre  la  courbe 
gauche  en  trois  points  réels. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  la  déue* 
loppable  osculatrice  de  V ellipse  gauche  est  une  hyperbole 
dont  le  plan  (le  plan  central)  rencontre  la  courbe  gau- 
che en  un  seul  point  réel.  Les  asymptotes  de  V  hyperbole 
centrale  sont  parallèles  aux  diamètres  des  paraboles 
inscrites  qui  sont  situées  dans  les  plans  osculateurs  paral- 
lèles (**). 

On  conclut  des  théorèmes  démontrés  ci-dessus  que,  si 
la  cubique  gauche  a  trois  asymptotes  réelles,  le  plan  cen- 
tral contient  la  figure  ci-après  décrite  :  a,  &,  c  sont  les  trois 
points  de  la  cubique  gauche;  dy  e^/les  pieds  des  asympio- 


{*)  Annali  di  Uatematica,  t.  Il,  lug^Uo-agosto  1859. 
("'*)  Annali  di  Haiemaiicay  t.  II,  hiçlio-agosto  i85g. 
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tes^  hk^hgygh^  les  traces  des  plans  osculateurs  passant  par 
les  asymptotes;  mn^  nl^  Im  les  traces  des  plans  tangents  à 
la  cubique  en  a,  6,  c  et  parallèles  aux  asymptotes,  respec- 
tivement; ao^  boy  co  les  traces  des  plans  osculateurs  en 
a,  &,  c;  /7,  ^,  r  les  centres  des  hyberboles,  suivant  les- 
quelles la  courbe  gauche  est  projetée  par  les  trois  cylin- 
dres passaut  par  elle  (cônes  perspectifs  dont  les  sommets 
sont  à  Tinfîni).  Ces  hyperboles  passent  toutes  par  a,  &,  c; 
de  plus,  la  première  passe  par  d^  la  seconde  par  e,  la  troi- 
sième par  y*.  Les  asymptotes  de  la  première  hyperbole 
(n^  9)  sont  parallèles  à  ob^  oc^  celles  de  la  seconde  à  or, 
oa*^  et  celles  de  la  troisième  à  oa^  ob.  L'ellipse  centrale 
est  inscrite  dans  le  triangle  glik  et  passe  par  les  points 
d,  e,y,  p^  q^  r\  son  centre  est  o,  foyer  du  plan  central. 
Ce  même  point  o  est  le  centre  de  gravité  de  tous  les  trian- 
gles defj  pqi\  ghk^  abc^  Imn  qui  sont  homoihétiques 
entre  eux.  De  plus,  on  an  ag  =  gp  =  po  =^  od. ,, , 

Coniques  inscrites  dans  la  déi^eloppable  osculaitice. 

15.  Je  me  propose  maintenant  de  déterminer  Tespèce 
des  coniques  inscrites  dans  la  développable  osculatrice 
de  la  cubique  gauche,  c'est-à-dire  l'espèce  des  coniques 
suivant  lesquelles  cette  surface  développable  est  coupée 
par  les  plans  osculateurs  de  la  cubique. 

Commençons  par  l'hyperbole  gauche  qui  a  trois  points 
réels  distincts  i,  i',  i"  â  Tiufini.  Le  plan  osculaieur  en* 
contient  une  conique  inscrite  qui  passe  par  i  et  y  est  tou- 
chée par  l'asymptote  correspondante  de  la  courbe  gauche. 
Donc  cette  conique  inscrite  est  une  hyperbole  qui  a 
l'asymptote  correspondante  au  point  i^  en  commun  avec 
la  courbe  gauche.  De  même  pour  les  coniques  inscrites 
dans  les  plans  osculateurs  en  i'  et  i'^ 

Considérons  les  hyperboles  inscrites  A,  B,  situées  dans 
les  plans  a,  b  osculateurs  à  la  cubique  en  i,  i'  (points  a 


(373) 

rîuiiDi)  ;  elles  suffisent  pour  déterminer  complètement  la 
développable  osculatrice.  La  droite  intersection  des  plans 
n,  b  est  une  tangente  commune  aux  deux  coniques  A^  B; 
soient  a,  j3  les  points  de  contact^  alors  |3i  et  ai'  sont  les 
asymptotes  de  la  courbe  gauche,  lesquelles  appartiennent 
aussi,  séparément,  aux  coniques  A  et  B.  Par  un  point 
quelconque  o  de  aj3  menons  0(i  tangente  à  la  conique  A 
et  ov  tangente  à  la  conique  B  ((i^  v  points  de  contact); 
[lov  est  un  plan  osculateur  et  fxv  est  une  tangente  de  la 
cubique  gauche.  Pour  connaître  Tespèce  de  la  conique 
inscrite,  située  dans  ce  plan  /xov,  il  faut  évidemment  de- 
mander combien  de  tangentes  réelles  de  la  cubique  gauche 
sont  parallèles  au  pla&fAov,  c'est-à-dire  combien  de  fois 
la  développable  osculatrice  est  rencontrée  réellement  par 
la  droite  intersection  du  plan  /ulov  et  du  plan  à  Tinfini. 

Pour  répondre  à  cette  question,  je  trace,  dans  le  plan 
a,  une  droite  quelconque  parallèle  à  Ofi]  soient  m,  m' les 
points  où  cette  parallèle  rencontre  A;  les  tangentes  à 
cette  conique  en  m,  m'  couperont  a/3  en  deux  points  /,  /^ 
Si  mmf  se  meut  parallèlement  à  bfx,  les  points  /,  /'  en- 
gendrent une  involution. 

Par  /,  l'  menons  les  tangentes  à  Fhyperbole  B  *,  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact  /i,  n'  passera  toujours  par 
un  point  fixe  x  (k  cause  de  Tinvolution  ll\.,)  (*),  Cher- 
chons X, 

Si  mm*  se  confond  avec  ofx,  nn'  coïncide  avec  oy\  donc 
X  est  sur  ov.  Ensuite  supposons  que  mm*  devienne  tan- 
gente à  la  conique  A,  sans  coïncider  avec  ofij  soit  q  le 
point  où  a|3  est  rencontrée  par  cette  tangente  de  A,  paral- 
lèle à  o/x;  menons  par  q  la  tangente  à  B;  cette  droite 
passera  par  x.  Donc  le  point  x  est  Tintcrsection  de  o  v 
par  la  tangente  à  B  menée  du  point  g, 

(*)  ScHROTER,  ul  supra,  p.  3'i. 
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On  peut  ddterminer  q  indépendamment  de  A.  En  dOTet, 
on  sait  que  les  couples  de  tangentes  parallèles  d'une  co- 
nique marquent  sur  une  tangente  fixe  une  involution  de 
points,  dont  le  point  central  est  le  contact  de  la  tangente 
fixe  et  les  points  doubles  sont  les  intersections  de  celle-ci 
par  les  asymptotes.  Donc  les  points  o,  q  août  conjugués 
dans  une  involution  qui  a  le  point  central  a  et  le  {loint 
double  ^  ;  ainsi  on  aura 

2 

ao  .  aç  =  «p   y 

ce  qui  donne  q. 

Or,  les  droites  analogues  à  mrtJ  sont  les  traces,  sur  le 
plan  a,  d'autant  de  plans  parallèles  au  plan  fxovj  donc 
ces  plans  couperont  le  plan  h  suivant  des  droites  paral- 
lèles à  ov,  dont  chacune  correspond  à  une  droite  (/i/t') 
issue  de  x.  Ainsi  nous  aurons  dans  le  plan  b  deux 
faisceaux  homographiques  :  Tun  de  droites  parallèles  à 
ov,  Tautre  de  droites  passant  par  x.  Les  deux  faisceaux 
sont  perspectifs,  car  ov  est  un  rayon  commun,  correspon- 
dant à  lui-même;  donc  les  intersections  des  autres  rayons 
homologues  formeront  une  droite  ts  qui  coupera  évidem* 
ment  la  conique  B  aux  points  où  aboutissent  les  tan- 
gentes de  la  cubique  gauche  parallèles  au  plan  /lov.  Ainsi 
ces  (deux)  tangentes  sont  réelles  ou  imaginaires,  selon  que 
rs  rencontre  B  en  deux  points  réels  ou  imaginaires. 
Cherchons  rs. 

Concevons  que  mm'  (et  par  conséquent  aussi  la  droite 
parallèle  à  ov)  tombe  à  Tinfini;  alors  /,  /' deviennent  les 
intersections  de  a/3  par  les  asymptotes  de  A,  ou  bien  les 
points /3,|3'.  Si  par /S' on  mène  la  tangente  à  B,  et  qu'on 
joigne  le  point  de  contact  à  /3,  on  aura  une  droite  passant 
par  x^  laquelle  correspondra  à  nn'  infiniment  éloignée. 
Cela  revient  à  dire  que  rs  est  parallèle  à  a:|S. 

pnsuite,  je  fais  coïncider  nn'  avec  xq\  il  est  évident 
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que,  dans  ce  cas,  la  parallèle  à  ov  vieni  à  passer  par  y-, 
donc  q  est  un  point  de  rs.  Concluons  que  la  droite  cher- 
chée passe  par  ^  et  est  parallèle  à  Jt|3. 

Nous  avons  vu  que  a  est  le  point  central  et  ^  un  point 
double  d'une  involution  (//'...)  sur  aj3,  où  o  et  ^  sont 
deux  points  conjugués.  Si  par  chaque  couple  de  points 
conjugués  on  mène  les  tangentes  à  la  conique  B,  le  point 
de  leur  concours  engendre  la  droite  x/3.  Soit  c  le  centre 
de  l'hyperbole  B;  et  cherchons  le  point  y  où  x^  rencontre 
Tasymptote  col.  Dans  Vinvolution  mentionnée,  le  point 
conjugué  à  a  est  à  Tinfini,  c'est-à-dire  qu'il  est  déterminé 
par  la  droite  tangente  à  B  et  parallèle  à  a^.  Donc  y  sera 
l'intersection  de  cette  tangente  par  l'asymptote  ca.W  s'en- 
suit que  y  est  sur  le  prolongement  de  a  c  et  que  yc=^cot. 

Soient  $  et  a'  les  points  où  l'autre  asymptote  de  B  est 
coupée  par  Py  et  a/3,  respectivement.  Le  triangle  aca'  et 
la  transversale  (3dy  donnent  (théorème  deMénélaus) 

mais  on  a 

7a  =  27c,     a'p  =  pa,  donc  5a'  =  2c<y. 

Il  s'ensuit  que  la  droite  ^y  a  un  segment  fini  compris 
dans  l'intérieur  d'un  des  angles  asympto tiques  qui  ne 
contienn«;nt  pas  Thyperbole  B.  Il  en  sera  de  même  de  rs^ 
qui  est  parallèle  à  {3y.  Or,  toute  droite  qui  a  cette  posi- 
tion, rencontre  l'hyperbole  en  deux  points  réels ^  donc, 
pour  chaque  plan  osculateur  de  l'hyperbole  gauche  il  y  a 
deux  tangentes  réelles  de  cette  courbe^  qui  sont  parallèles 
au  plan.  Ainsi 

Tout  plan  osculateur  de  V hyperbole  gauche  coupe  la 
surface  développable  Qsculatrice  sids^ant  une  hyper- 
bole (*). 

(*)  Annali  di  Matematica,  t.  Il,  tiiglio-agoslo  1869. 
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16.  Si  deux  des  trois  points  à  l'infini  coïncidenl  en  un 
seul,  la  cubique  gauche  a  une  seule  asymptote  à  distance 
finie  i  les  deux  autres  coïncident  à  Tinfini.  La  courbe  a 
reçu,  dans  ce  cas,  le  nom  d'hyperbole  parabolique 
gauche.  Désignons  par  i  le  point  où  la  courbe  est  tou- 
chée par  le  plan  à  Tinfini  ^  par  i'  le  point  où  ce  plan  est 
simplement  sécant.  La  tangente  en  i  est  tout  entière  à 
l'infini^  donc  la  conique  inscrite,  située  dans  le  plan  a 
osculateur  en  i,  est  une  parabole  A.  Ce  même  plan  con- 
tient la  conique  centrale,  car  il  est  conjoint  au  plan 
à  l'infini  (n<>  3). 

Le  plan  b  osculateur  en  t'  contient  une  hyperbole 
inscrite  B,  car  la  tangente  (asymptote)  en  ^  est  à  dis- 
tance finie.  Soit  a  le  point  où  la  parabole  A  est  tan- 
gente à  la  droite  intersection  des  plans  a,  &^  il  est  évident 
que  cette  droite  est  une  asymptote  de  B,  c'est-à-dire  que  a 
est  le  centre  de  cette  hyperbole. 

Prenons  arbitrairement  le  point  o  sur  la  droite  nom- 
mée, et  menons  ofi  tangente  à  la. parabole  A,  ov  tangente 
à  l'hyperbole  B.  Combien  de  tangentes  de  la  cubique 
gauche  sont  parallèles  au  plan  osculateur  fiov? 

Soient  m,  m!  deux  points  de  A  tels,  que  mm'  soit  pa- 
rallèle à  ojcx',  les  tangentes  en  m,  m'  à  la  conique  A  ren* 
contrent  ao  en  /,  /^  Menons  par  ces  points  les  tangentes 
//i,  l'n'  à  B;  la  corde  de  contact  nn'  passera  par  un  point 
fixe  de  ov.  Pour  trouver  ce  point,  j'observe  que  si  mm' 
tombe  à  l'infini,  elle  devient  une  tangente  de  A  ;  par  con- 
séquent, la  position  correspondante  de  nn'  eslao.  Donc 
le  point  fixe  autour  duquel  tourne  nn'  est  o. 

En  poursuivant  les  raisonnements  dont  on  a  fait  usage 
dans  le  numéro  précédent,  nous  aurons  à  considérer, 
dans  le  plan  6,  deux  faisceaux homographiques  de  droites  ^ 
le  centre  du  premier  est  à  l'infini  sur  o  v  ;  le  centre  du 
second  est  o.  La  droite  ov  est  un  rayon  homologue  à  lui- 


(  377-  ) 
même;  donc  les  deux  faisceaux  engendreront  une  droî  te  rs. 

Si  mm^  tombe  à  l'infini,  la  droite  parallèle  k  ov  s*éloi- 
goe  aussi  infiniment,  et  nn' coïncide  avec  ao'^  donc  le 
point  à  Tinfini  deao  appartient  à  rs,  c'est-à-dire  que  la 
droite  rs  est  parallèle  kao,De  plus,  on  voit  aisément  que, 
si  ov  coupe  Tasymptote  ai*  en  o\  et  que  Ton  prenne, 
sur  le  prolongement  de  o^Uy  le  point  r  tel,  que  ra  =  ao\ 
la  droite  cherchée  passera  par  r. 

La  droite  rs  est  parallèle  à  une  asymptote  (ao)  de  l'hy- 
perbole B  ;  ainsi  elle  rencontre  cette  courbe  en  un  point 
réel  i  l'infini  ;  donc  rs  passe  par  un  autre  point  réel  de  la 
même  courbe.  Ce  qui  revient  à  dire  que  le  plan  oscula- 
teur  fxov  rencontre  à  l'infini,  outre  Tasymptote  de  la 
cubique  gauche  en  i,  une  autre  tangente  de  cette  courbe. 
Donc 

Les  plans  osculateurs  de  V hyperbole  parabolique 
gauche  coupent  la  déi^eloppable  osculatrice  de  cette 
courbe  suivant  des  coniques  qui  sont  des  hyperboles,  à 
l'exception  d'une  seule  qui  est  une  parabole.  Les  cen- 
tres des  hyperboles  sont  sur  une  autre  parabole  (*), 

Les  deux  paraboles  sont  dans  un  même  plan,  ont  les 
diamètres  parallèles  et  sont  touchées  au  même  point  par 
le  plan  osculateur  qui  contient  Tasymptote  (à  dfstance 
finie)  de  la  courbe  gauche. 

Chacune  des  hyperboles  inscrites  a  une  asymptote  pa- 
rallèle à  un  plan  fixe;  c'est  le  plan  osculateur  qui  contient 
l'asymptote  (de  la  courbe  gauche)  située  tout  entière  à 
Tinfini. 

17.  Si  la  cubique  gauche  a  un  plan  osculateur  à  Tin- 
Gni  (parabole  gauche)  j  on  voit  sans  peine  que  toute 
conique  inscrite  dans  la  développable  osculatrice  a  une 

(*)  Ànnali  di  Matcmaiica,  t.  Il,  liiglio-agosto  iSSg.  • 
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tangenie  à  rÎDfitiî,  et  qu'il  n'y  a  plus  de  plan  central. 
Donc 

Toutes  les  coniques  inscrites  dans  la  développable 
osculatrice  de  la  parabole  gauche  sont  des  paraboles 
[planes), 

(  La  fin  prochainement.  ) 


EXTRAIT  D UNE  LETTRE 

De  m.  dieu, 

Professeur  à  lo  Faculté  des  Sciences  de  Lyon. 


Je  vous  demande  la  permission  de  répondre  deux  mots 
A  la  lettre  de  M.  l'inspecteur  général  Vieille,  insérée  par 
extrait  dans  votre  numéro  du  mois  de  juillet. 

Le  problème  de  mécanique  du  concours  de  184S  a  été 
traité  dans  les  Nouv^elles  Annales  par  M.  Turquan  en 
1846,  cinq  ans  avant  la  publication  du  Cours  de  M.  Vieille. 
J'ai  cité  l'article  de  M.  Turquan  à  la  un  de  ma  solution, 
page  2o3,  lignes  5  et  6.  Les  expressions  de  y  et  de  v  en 
fonction  de  s  se  trouvent  dans  cet  article.  Tune  sous  le 
n°  4,  l'autre  à  la  page  53 1  (tome  V).  Serait-il  juste  de 
dire  que  M.  Vieille  les  a  prises  à  M.  Turquan,  sans  le  ci- 
ter? Non,  sans  doute!  Personne  ne  traitera  le  problème 
sans  arriver  d'abord  à  ces  expressions. 

Une  certaine  ressemblance  existe  effectivement  entre 
ma  discussion  de  y  eiAev»  fet  celle  de  M.  Vieille.  Mais  les 
lecteurs  impartiaux  ne  trouveront  là,  je  le  croîs,  que  des 
rapports  inévitables  entre  deux  rédactions  sur  le  même 
sujet. 

Quant  au  reste  (six  pages  sur  dix),  M.  l'Inspecteur  gé- 
néral a  pris  lui-même  le  soin  de  faire  voir,  dans  ses  obser* 
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valions  sur  deux  passages,  qail  n*y  a  plus  aucune  simili- 
tude entre  mon  travail  et  le  sien.  Ces  dsservations  me 
semblent  donc  contredire  aussi  complètement  que  je  puis 
le  désirer,  la  proposition  :  Permettez-moi  de  dous  faire 
obsen^er  que  la  solution  de  V auteur  coïncide  avec  celle 
que  f  ai  publiée  il  y  a  onze  ans. 

Enfin  Texpression  du  temps  se  trouve-t-elle  dans  lu 
Cours  complémentaire? 


QUESTION  623; 

Solution  de  M.  Abraham  SCHNËE, 
Elève  da  lycée  Charlemagne. 


Discussion  de  l'équation  [6)  de  la  page  33o. 

-\-  2  ^^ m»  bx  —  m*(a^  -^  b^-^ c'  -—  Â^)  k^  =  o. 

Premier  cas  :  m*  — 7- 1  ^  o,  —  Ce  cas  suppose  les  deux 
directrices  non  rectangulaires.  En  multipliant  Tëqua- 
lion  (1)  par  (m* —  i),  on  obtient  : 

iw»X'(/ii»— i)»a'»  +  2^/w*(m»  — i)  (rnbz-^Aa)2:\ 
— ifr»(/w2— ,)tj^j-^2X/w  (m»— i)  {az-^kmb)y 
-H/w'  (iw» — i)  (a» 4-  ^»-f-c»  —  k^)  2» 

ou 

m^[k[m^ —  i)a:-f-/îiôzH-flX-p 

—  \k  (iw* —  i)f —  maz  —  km^a"^ 

—  /w»X»[w'(fl»-t-c»-.X')  ^(6»-t-c»— X>)]  / 


=  0, 
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Sî  m  =  o,  on  a  j^  =  o  ;  si  Ar  =  o,  on  a  z  =  o  ^  c'est  ce 
qu'on  savait  déjà  d'après  le  mode  de  génération  de  la  sur- 
face. Enfin,  si  l'on  suppose  à  la  fois  m  =  o,  A  =  o,  il  n  y 
a  plus  de  surface.  Nous  supposerons  donc  m  et  A  différents 
de  zéro. 

Si  Ton  a 

m"  (à*  4-  c'  —  X' )  —  (  ô'  -h  c'  —  X^ )  =  o, 
la  surface  se  réduit  aux  deux  plans 

=  lt[X(/w' — i)^  —  maz  —  km^b\.  \ 

Lorsqu'on  a 

nî»  (^'  -4-  c»  —  k^)  —  (^a  4-  c»  —  X»)  %  o, 

la  surface  est  un  hyperboloïde  k  une  nappe.  Les  trois 
plans 

k  (m* —  i)ar-t-iw^z  +  flX=o, 

X-  (/w' —  I  )  Y —  'waz  —  X"  m*  ô  =r  o, 

Z    =    Oy 

sont  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface;  ils 

—  a                 ih*  b 
se  coupent  au  point  x  =  — ; ^jr  =  — ; »  z=o,qui 

en  est  le  centre. 

Note,  —  En  discutant  de  même  le  second  ciis  où 
w*  —  I  =  o,  M.  Schnée  a  trouvé  que,  dans  cette  hypo- 
thèse, l'équation  (i)  représente  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique ou  différents  systèmes  de  deux  plans. 
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NOTE  SUR  DNB  QUESTION  DE  NfiGANIQUE^ 

Par  m.  s.  VIANT, 
Professeor  de  mathématiques  spéciales  au  Prytanée  impérial  militaire 

de  la  Flèche. 


Dans  un  Traité  de  Mécanique  assez  répandu,  on  trouve 
une  solution  inexacte  de  la  question  suivante  : 

Le  mouv^ement  (Tun  point  dans  un  plan  étant  défini 
par  les  deux  équations  p=y(^),a)  =  ç  (f)  qui  donnent 
le  rayon  ^vecteur  et  V angle ^trouvfer  les  composantes  de 
r  accélération . 

Voici  une  solution  fondée  sur  des  principes  connus. 

Soit  MM'  la  trajectoire  du  mobile.  A  Tépoque  t  la  vi- 
tesse de  circulation  est  MA  =  ptù'  (tù'  étant  la  dérivée  de 
tù  par  rapport  au  temps)  \  et  à  Tépoque  /  +  AHa  vitesse 
de  circulation  devient  M' A'  =  pco'  -h  A  (p  o/) .  Je  trans- 
porte cette  dernière  parallèlement  à  elle-même  au  point 

M  en  MB,  il  en  résulte  l'accélération  moyenne  —  j  dont 

AP  f  R 

les  composantes  sont  lim  r--     et     lim  — •  On  trouve  par 

i 

un  calcul  connu 

lim  —  =  (p«'y     et     lim  —  =  pw". 

D^un  autre  côté,  les  vitesses  de  glissement  étant 
Ma  =  p'  et  M'o^  =  p'-h  Ap',  je  transporte  cette  der- 
nière au  point  M  en  M&,  ce  qui  donne  pour  accélération 

moyenne  —  •  Le  calcul  indiqué  dans  les  Traités  donnera 
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pour  les  composantes 

,.     ae        f,  ..      cb         ,   , 

lim  —  =  p      et     Iiin  —  =  p'«  . 

Ajoutant  convenablement  les  composantes  de  même 
direction,  on  aura  pour  la  composante  de  l'accélération 
suivant  le  rayon  vecteur,  p^' — pw'*,  et  pour  la  compo- 
sante perpendiculaire   à   ce   rayon   (pw')'  +  p'«',    ou 

Ces  deux  formules  ne  sont  pas  exactement  celles  que 
donne  l'ouvrage  indiqué  plus  haut  ;  mais  on  les  trouve, 
sans  démonstration,  dans  la  Mécanique  de  M.  O.  Bon- 
net \  elles  ont  été  obtenues  au  moyen  d'un  changement  de 
coordonnées,  par  un  de  mes  élèves,  Lenglet,  candidat  à 
l'École  Polytechnique. 


QUESTIONS. 


625.  Soient  a,  S,  7,  d^  t  les  racines  de  l'équation 
a*  -h  5  /[7a:' -H  5  p^x  +  ^  =  o.  Démontrer  qu'on  a 

2(a_^)(a-..)(6_^)(€_e)(y^^)(y_.)(^_,).=0. 

(MiCnAEL    BOBKRTS.) 

626.  Les  six  points  milieux  des  côtés  et  des  diagonales 
d'un  quadrilatère,  les  deux  points  où  se  coupent  les  côtés 
opposés,  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales,  sont 
sur  une  même  ligne  du  second  degré. 

Lorsque  les  quatre  sommets  du  quadrilatère  appartien- 
nent à  une  circonférence,  la  ligne  du  second  degré  sur  la- 
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cjuclle  se  trouvent  les  neuf  points  désignés  est  une  hyper- 
bole équilaière  qui  passe  par  le  centre  de  la  circonférence, 
et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des 
angles  que  forment  les  deux*  diagonales  du  quadrilatère. 

627.  Les  droites  inscrites  dans  un  angle  droit  donné, 
et  qui  ont  leurs  milieux  sur  une  droite  rencontrant  les  cô- 
tés de  Tangle  droit  en  des  points  différents,  sont  toutes 
tangentes  à  la  même  parabole. 

628.  Étant  donné  un  tétraèdre  quelconque,  on  peut 
faire  passer  par  les  centres  de  gravité  des  quatre  faces  un 
ellipsoïde  tangent  à  ces  mêmes  faces.  Il  aura  pour  centre 
le  centre  de  gravité  du  tétraèdre.  Et^  si  on  appelle  3  a, 
3  &9  3  c,  les  arêtes  adjacentes  à  un  même  angle  solide, 
qu^on  prenne  des  axes  parallèles  à  ces  arêtes,  et  pour  ori- 
gine le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  Téquation  de  la 
surface  tangente  sera 

(Vajnwson.) 

629.  Etant  donné  un  tétraèdre  quelconque,  si  une  sur- 
face du  second  degré  passe  aux  milieux  des  trois  arêtes 
d*un  angle  solide  et  leur  est  tangente^  si,  de  plus,  elle 
passe  aux  milieux  des  trois  autres  arêtes,  elle  leur  sera  éga- 
lement tangente.  Cette  surface  a  pour  centre  le  centre  de 
gravité  du  tétraèdre.  (  Vahkson.  ) 

630.  Le  système  des  deux  équations  x^  =  ay*  +  i , 
X*  =  by*  •+-  c,  dans  lesquelles  a  -f-  i  et  c  sont  des  multi- 
ples de  3,  et  b  un  nombre  entier  non  divisible  par  3,  n'ad- 
met aucune  solution  entière. 

631.  Si  l'équation  ^'ss  jfc*  -f-  ûx'/*  -f-^V*  est  réso- 
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lue  par  r*  =  «*  +  af*  u*  +  «♦,    elle   le  sera   anssi   par 
X  =  I  *  —  (rt*  —  4  i)  t*  «♦,  y  =  «*  —  i«*,  z  =  ar/«. 

(V.-A.  Lebesgde.  ) 


DE  LA  MÉTHODE  DES  SUBSTITUTIONS  SUCCESSIVES  POU 
LE  CALCUL  DES  RACINES  DES  ÉailATIONS 

(Tolr  iMte  Ml)  ; 

Par  m.  Léon  SANCERY, 
Professeur  au  lycée  d*Auch. 


V. 

Application  à  V équation  du  second  degré. 

Écrivons  Téqualion  x' -l-;?a:-l-9=  o  de  la  manière 
suivante  : 


247 

La  dérivée  du  second  membre  est ;  on    ne  pourra 

utiliser  la  méthode  des  substitutions  successives  pour  le 
calcul  des  racines  x/x^que  dans  le  cas  où  les  valeurs 

> seront  comprises  entre  —  i  et  -h  i. 

p  p 

1^  Supposons  les  racines  or',  xf'  de  même  signe,  et 
x' <C^xf' en  valeur  absolue.  On  aura  p  =  — (x'-I-J^'^Iî 

par  suite =  -; ^«   La  valeur  de  cette  dériva 

est  positive  pour  x=  x\  x=i3d^\  mais  elle  n'est  infé- 
rieure à  l'unité  que  pour  x^=.x'.  Ainsi  la  forme  ci- 
dessus  donnée  à  l'équation  ne  permet  que  le  calcul  de  I^ 
racine  qui  a  la  plus  petite  valeur  numérique. 
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DétenninoDS  quelles  peuvent  être  les  valeurs  initiales 
ou  de  départ.  Il  suffit  de  chercher  quelles  sont  les  valeurs 


ax 


qui  rendent |  ^îetde  prendre  Tune  de  ces  valeurs. 

On  trouye  ainsi  que  x  doit  être  compris  entre  o  et  — -• 
On  peut  donc  prendre  pour  première  valeur  Xi  =:  —  ~  ; 
car,  les  racines  étant  réelles,  —  -  est  toujours'  compris 

p 

entre  o  et  —  -  • 

2 

a^  Supposons  les  racines  de  signes  contraires,    Té- 

quation  est  alors  x^'\-px  —  9=0,   d'où  x=- 

Soient  x\  ,  af^  les  valeurs  absolues  des  racines  et  x\  <^x\ , 


ix  7.x 


la  fonction  —  — ^  ou  -^ j,  est  positive  et  plus  grande 

que  l'unité  pour  x:=x"\  elle  est  négative  et  égale  à 

5 — ^—r  >  pour  ar=x'.   Or,  afin  que  cette  valeur  soit 

*j  —  j?, 

supérieure  à  —  i ,  il  faut  que  Zx\  <[  x'  . 
En  mettant  dans  l'équation  le  signe  de  p  en  évidence, 


ou  a 


donc 


la  relation  Zx^<^x\  conduit  ainsi  à  l'inégalité 


Amm,  de  fAathémat ,  3«  Bérie,  1. 1®'.  (Octobre  1862.)  ^5 
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qui  se  réduit  à 

Ainsi  lorsque  les  racines  sonl  de  signes  contraires,  la 
forme  particulière  donnée  ci^lessus  à  réquation  du  se- 
cond degré  ne  permettra  le  calcul  de  la  racine  qui  a  la 
plus  petite  valeur  absolue  que  lorsque  les  coeificienls 
satisferont  à  l'inégalité 

Cherchons  maintenant  une  valeur  de  départ.  Noos 
supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  dans  tout  ce  qui  va 
suivre,  p  positif.  Alors  la  racine  qui  a  la  plus  petite  va- 
leur numérique  est  positive. 

De  la  relation  -—  <*  7  on  tire  —  ^  *>  —  i .  Si  doDC 

on  pose  —  ^^  = 5  la  valeur  j?i  =  -^  que  1  on  en 

déduit  rendra  la  dérivée  plus  grande  que  —  i  et  plus  pe- 
tite que  zéro.  Cette  valeur  Xx  est  moindre  que  x'\  car, 
puisque 


-'=-?+v/f+7  = 


i^^i^i^^^^^«Ap^— ^Mhtf 


'î*\/'i 


3 
on  aura,  en  remplaçant  dans  le  dénominateur  q  par  j  p\ 


.r'> 


\/M 


f-^-l/V  +  7/'' 


1  n 
ou  x'^-^y  c'est-à-dire  x'  ]>  Xx . 

Si  Ton  cherche  les  limites  qui  ont  été  signalées  au§  IV, 


(387) 


on  trouve  o  et  -»  par  suite  les  deux  intervalles  a.  .  .L, 


L'. . .« ,  sonl  ici  respectivement  —  --f-  i/y-H<7...o, 
—  £  -I-  4/  c.  -f-  ç  .  En  les  comparaut  on  voit  que  si 


P 
»-  •  •  • 

2 


•^<^-^i   le  premier  est  plus  petit  que  le  second;   èi 

5 
f  ^-^9  le  contraire  a  lieu.  Xi  étant  toujours  situé  dans  le 

a         5 
premier  intervalle,  il  est  établi  que  lorsque  "^  <C  "Z  »   ^* 

valeur  de  départ  Xi  fournit  des  valeurs  successives  telles, 
que  chacune  approche  plus  de  la  racine  que  la  précé^ 
dente. 

Nous  allons  démontrer  qu'il  en  est  encore  ainsi  lors-- 
que  -rr  ">  -7;  •   En    effet ,  la  valeur  a:,  =  -  —  —,  que 


fournit  Xt  étant  supérieure  à  x^  et  moindre  que  -9  sera 

dans  le  cas  actuel  située  dans  le  plus  petit  des  deux  inter- 
valles a. .  .L,  L\  .  .ce,  et,  par  suite,  chacune  des  valeurs 
obtenues  après  x%  approchera  plus  que  la  précédente  de 
la  racine  x\  Si  donc  jr^ — x' <^x'  —  Xj,  toutes  les  va- 
leurs qui  suivent  Xi  seront  dans  le  même  cas.  Or  Fine- 
galité  Xt — x'  <^x'  — Xi  devient,  lorsque  Ton  y  remplace 
les  quantités  qu  elle  renferme  par  leurs  valeurs , 


ou  bien 


9P''^  i5/;V/  <4  ^'  -h  iSp'  y/Ç  -f-  q. 


25. 


(  388  ) 
Or  si  qz=zjp^^    on  a  Xi  .=:  x'=:Xf  =  -•    La  première 

inégalité,  et  par  suite  la  seconde,  se  transforme  dans  cette 

3 
hypothèse  en  une  égalité.  Si  ^  <^  7  /?*,  le  second  mem- 
bre de  la  deuxième  inégalité  acquiert  une  valeur  supé- 

3 
rîeure  à  celle  qu'il  a  pour  ^=  jp^  -,  le  premier,  au  con- 
traire, prend  une  valeur  inférieure^  donc  Tinégalité  est 
évidente.  Par  suite  Xt  est  plus  approché  que  x^  • 

La  théorie  précédente  complète  la  Note  donnée  par 
M.  Gerono  dans  les  Nouvelles  Annales^  t.  XVI,  p.  436- 
Elle  prouve  que  la  méthode  des  substitutions  successives 
appliquées  l'équation  du  second  de^ré  x*-hpx — 9=0 

mise   sous  la  forme  x  = ne  pourra  servir  au 

P       P  ^ 

calcul  de  la  racine  positive  que  lorsque  ^  <[  7  »  ^^  ^^^ 

dans  ce  cas  la  quantité  -^  jouit  de  la  propriété  de  four- 
nir des  valeurs  successives  approchant  chacune  plus  que 
la  précédente  de  la  racine  x* . 


IX 


Les  valeurs  de  xqui  rendent  la  dérivée ^ — 1  étant 

P 

comprises  entre  o  et  -  >  on  voit  que  la  quantité  ~  9  qui  a 

servi  dans  le  cas  où  les  racines  étaient  de  même  signe, 

n'est  pas  forcément  comprise  entre  o  et  -;  il  faudrait, 

pour  qu'il  en  fut  ainsi,  que  ;?■  >  2  y.  L'application  de  la 

méthode  exigeant  seulement  que /?'  I>  t  ^,  on  voit  que 

la  deuxième  inégalité  peut  être  satisfaite  sans  que  la  pre- 
mière le  soit.  Toutefois  nous  allons  démontrer  que  lors- 


(389) 

3 
que  P^^jÇ^  ^^  peut  encore  prendre  ppur  valeur  de 


On  a  (*) 


départ  Xi  =  - 


P      P  P       P 


d'où 
OU  bien 


^' *.» 


*ii-Ha *n+l  —  ""■"  (  ^m-i  —  ^n  ) 


•*'iH-i    "T"  *■« 


Pour  que  les  deux  différences  jp„^i — x„+tî  JC,^.i  —  x, 
soient  de  signes  contraires,  et  la  première  numérique- 
ment moindre  que  la  seconde,  on  doit  avoir 


>o, <i. 


Or 


P'  P'  p' 

les  deux  inégalités  précédentes  deviennent  donc 
—  xj  -+-/?^«-f-y>>o,     —  xi -h  A^JF, -h  ^  — />»<o. 

Pour  que  la  première  soit  satisfaite,  Xn  doit  être  compris 
entre  les  racines  de  l'équation  X* — plL  —  q  =  o^  c'est- 


(**)  Les  calculs  qui  suiyent  peuyeat  èire  reliés  entre  eux  par  un  raison- 
nement inverse  et  fournir  ainsi  une  solution  élémentaire  plus  complète 
que  celle  qui  a  été  donnée  jusqn'h  ce  jour,  de  cette  question  du  programme 
de  mathématiques  spéciales  :  «  Résolution  de  Téquation  ax*  +  ^ar~c  =  o, 
»  lorsque  a  est  très-petit  » ,  si  toutefois  on  emploie  pour  solution  de  cette 
question  la  méthode  des  substitutions  successires. 


(  ^90  ) 
à-dire  entre 


Qaant  à  la  seconde,  les  racines  de  Tëquation 

étant  imaginaires  si  3p*  ^  4^)  ^U^  ^^^  satisfaite  pour 


valeur  de  départ,  il  suffit  de  voir  si 


toute  valeur  dex.  Pour  que  la  quantité  %  puisse  être  une 


p    » 


rj 


Or  c^Ue  inégalité  est  satisfaite  si  Ton  a  -^  <[  a.  Ce  qui  a 
lieu  eflfeciivenient. 

Lorsque  -^  <^  7  et  -  la  valeur  de  départ,  les  premières 

valeurs  obtenues  peuvent  ne  pas  satisfaire  à  la  condition 
que  chacune  d'elles  soit  plus  approchée  de  la  racine  que 
la  précédente.  Mais  Fensemble  des  valeurs  supérieures 
à  x'  tend  vers  x  \  et  il  en  est  de  même  des  valeurs  in- 
férieures. Ce  qu'il  y  a  de  remarquable,  c'est  qu'une 
valeur  approchée  par  défaut  donne  toujours  poiu*  la  va- 
leur suivante  un  nombre  approchant  davantage  de  la 
vraie  valeur  de  la  racine. 

En  effet,  soient  j:„  <[  a:',  x„^.i  >  Jc'5  la  diffé- 
rence Xn^x  —  x'  sera  moindre  que  x' — ar„,  si  l'on  a 
Xn  -f-  Xt,^i  <  2  a?'.  Substituons  les  valeurs  de  ««^.i  et  de 
x'  et  posons 


/'+Vt 


P       P 


(391) 
On  en  déduit 


V'i 


x„  doit  donc  être  inférieur  à  la  plus  petite  des  racines 


-f-^Vr^'  Ip-\/j^'' 


de  Téquation 


—px-^q—p'-h^p  W  ^4-9  =  0; 


et  comme  celte  plus  petite  racine  —     H"  \/ y  +  9   ^^^ 

la  racine  elle-même  qu'il  s'agit  de  calculer,  on  voit  que 
Tinégalité 

est  satisfaite  d'elle-même. 

Les  valeurs  supérieures  à  x'  peuvent  au  contraire 
donner  des  valeurs  moins  approchées  qu'elles-mêmes.  En 
effet,  de  l'inégalité 

^m  —  x'  >  .r'  —  x„^., 
on  déduit 


v^ 


et,  par  conséquent,  ar„  est  une  valeur  comprise  entre  les 
racines 


de  l'équation 

/P — 

*' — px  —  7 — p'-+-  a/>  1/ ^ -»- 7  =  o. 


(  39^  )  

Si  donc  Xn  n'est  pas  inférieur  à  -  p  *—  1/ y  H-  ç^  la  va- 
leur Xn^\  sera  moins  approchée  que  jr^.  Si  Ton  pose 


on  trouve 


ou  bien 


.2 


<2— ^2, 


condition  qui  a  été  indiquée  par  M,  Gerono. 

3 
On  peut  montrer  que  si  la  condition  q  —  j  p^<^o  n'e»t 

pas  satisfaite,  les  valeurs  successives  que  Ton  obtient  doi- 
vent, dans  le  voisinage  de  la  racine  a/j  s'écarter  de  plus 

3 
en  plus  de  cette  racine.  En  efiet,  lorsque  q  —  7  P*  ^  ^^ 

les  racines 

de  r  équation 

X*  —  p\  —  q  -^  p*=  o 


étant  réelles,  la  fonction  -^ sera  supérieure  à  l'u- 

P  .        .         , 

nité  pour  .r„  compris  entre  X|  et  Xi  et  inférieure  à  i 

lorsque  Xn  sera  moindre  que  X]  ou  plus  grand  que  X|. 

Cola  posé,  considérons  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles 

la  fonction est  positive;  ce  sont  les  seules  qui 

intéressent,  puisque  la    racine  est  positive.  Elles  sont 
inoindres  que   V^.  Supposons  X,  positif,   cl  par  suite 


(  393  ) 
;?*  ^  q.  On  aura 

X.<x'<Xa<v/^. 

Pour  X  =  Xi ,  la  fonction acquiert  la  valeur  X, , 

q       p      ^ 

et  pour  a:  =  Xi  elle  est  égale  à  Xi^  d^ ailleurs  on  a  Tiden- 

lité 

P       P 

1^  La  fonction étant   décroissante  lorsque  x 

P       P 
rroit  de  o  à  00  ,  puisque  sa  dérivée  est  alors  négative, 

pour  X  compris  entre  Xi  et  x\  elle  acquerra  une  va- 
leur comprise  entre  x!  et  Xt  *,  et,  pour  x  intermédiaire 
entre  j/  et  Xt ,  elle  prendra  une  valeur  située  entre  jd 
et  Xi.  Il  en  résulte  que  si  Ton  prend  une  valeur  ini- 
tiale comprise  entre  Xi  et  Xt ,  la  condition  -^^ ^  >  i 

étant    remplie,    et    par    conséquent  aussi  la  condition 

-^ *  >>  o,  les  différences  successives  x„4.t  —  j:„, 

P 

x^x  —  x„4.i . . . . ,  seront  alternativement  de  signes  con- 
traireSy  m^is  leurs  valeurs  absolues  iront  en  croissant. 
Les  yaleurs  successives  qui  sont  supérieures  i  a/ s'éloigne- 
ront donc  de  a/,  et  il  en  est  de  même  des  valeurs  inférieur 
res.  Les  valeurs  obtenues  pouir  les  différences a:„^i  —  x„, . . . , 
sont  toujours  moindres  que  Xt —  Xi,  c'est-à-dire  moin- 

dresquea  i/^  —  /P'*  '^*'®  comme  une  valeur  peu  dif- 
férente de  Xi  donne  une  valeur  qui  diffère  peu  de  Xt,  il 
en  résulte  que  les  différences  des  valeurs  successives  que 
l*on  obtient  étant  prises  en  valeurs  absolues  tendent  vers 


sli-V- 


{  394  ) 

3"  Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  comprise  entre  o  et  Xj , 


a:» 


]a  fonction  ~ prendra  une  valeur  située  entre  -et  X,: 

P       P^  P 

si  X  est  intermédiaire  entre  Xa  et   ^,  la  valeur  de  la 

fonction  sera  comprise  entre Xj  et  o;  d'ailleurs  quex  soit 

compris  entre  o  et  Xi  ou  bien  entre  X^  et  yjq^  la  coodition 
-^^^ ^]>  o  est  satisfaite;  donc  si  on  prend  une  valeur 

initiale  située  entre  o  et  Xi ,  ou  bien  entre  Xj  et  y?,  les 
différences  successives  sont  Xn+x  — x„,  a:„^,  — ^n^xy^ 
seront  de  signes  contraires  et  leurs  valeurs  absolues  iront 
en  décroissant.  Les  valeurs  supérieures  à  x'  décroîtront 
donc,  et  les  valeurs  inférieures  iront  en  croissant*,  mais 
ces  valeurs  ne  tendront  pas  indéfiniment  vers  la  racine  o/, 
leurs  limites  respectives  sont  X^  et  Xt» 

Les  réflexions  qui  précèdent  préviennent  une  erreur 
que  Ton  serait  porté  à  commettre  par  suite  d*un  examen 
insuffisant  des  valeurs  successivement  obtenues  lorsque 

p^^ç^  yP*'  Si  dans  ce  cas  on  part  de  la  valeur-»  on 

obtient  une  série  de  valeurs  qui  se  rapprochent  de  la  ra- 
cine or,  mais  qui  ne  tendent  pas  indéfiniment  vers  cette 
racine. 

Supposons  Xi  négatif;  alors  p*  <^  Çy  on  aura 

X.<*'<V7<X,; 

les  valeurs  qui  rendent  la  fonction positive  étant 

^  P       P  ^ 

toutes  comprises  entre  X|  et  Xt,  il  s'ensuit  que  pour 
toute  valeur  de  départ  donnant  une  suite  de  valeurs  po- 
sitives, Jes  différences  Xn^i —  JC/,»  •-.  i  iront  en  augmentant 
en  valeurs  absolues,  et  par  conséquent  les  valeurs  obte- 
nues s'éloigneront  de  plus  en  plus  delà  racine  xf. 


(  395  ) 

VI. 

^application   de  la  même  théorie  à  l'équation 

du  troisième  degré. 

Nous  supposons  d'abord  les  racines  réelles.  Alors  p 
est  négatif  et  4;>*-|-.a7  ç*  <o.  Nous  mettrons  donc  l'é- 
quation sous  la  forme  x*  —  px  +  ^  =  o.  On  en  tire 

g       X* 
xz=z  -  -I 

P        P 

La  dérivée  du  second  membre  est :  elle  est  donc  po- 

P 
sîtive  pour  toute  valeur  de  x.  Pour  qu'elle  soit  pl^s  petite 

que  l'unité,  x  doit  être  compris  entre   les  racines  de 
Téquation =  i,  c'est-à-dire  entre  —  i/^  et  -f-  i/^' 

Or  les  racines  de  Téquation  proposée  étant  réelles  sont 
comprises  entre 


—  oc  et 


et     -h  00  • 


La  racine  qui   a  la  plus  petite  valeur  numérique  est 

donc  comprise  entre  —  i/^  et  -H  \/^>  et  les  autres  sont 

en  dehors  de  ces  limites.  Il  en  résulte  que  la  forme  don- 
née à  l'équation  ne  permet  que  le  calcul  de  la  racine  qui 
a  la  plus  petite  valeur  numérique.  Les  signes  de  la  fonc- 
tion X*  —  px-h  Çj  pour x  =  —  1/ V ^  =  "^  i/^5 étant 

respectivement -f-  et — ,  et  son  signe  pourxa=o  étant 
celui  de  ^,  on  voit  que,  si  ^  ^  o,  la  racine  est  positive^ 


(396) 
si  ^  <[  o,  la  racine  est  négative  :  elle  est  donc  de  même  si- 
gne que  ^.  Or  on  a  -    moindre    en   valeur  absolue  que 


\/' 


P 


^*,  donc  ~  est  une  valeur  de  départ. 

Supposons  que,  p  étant  négatif,  Téquation  ait  deux 
racines  imaginaires.  Alors  la  racine  réelle  est  de  signe 

contraire  à  ^ .  Si  ^  est  positif,  la  substitution  de  —  i/^ 
dans  l'équation  donnant  un  résultat  positif,  la  racine  qui 

est  négative  est  inférieure  à  —  1/ ?'  Si  q  est  négatif,  la 
substitution  de  i/^ donne  un  résultat  négatif;  la  racine 

qui  est  positive  est  donc  plus  grande  que  \/^*  La  forme 

particulière  donnée  à  l'équation  ne  permet  donc  pas  le 
calcul  de  la  racine  réelle. 

Si  p  est  positif,  l'équation,  en  supposant  ç  négatif,  de- 
vient  jc*  -h  i?x  —  ^  =  o.  On  en  déduit  x  = 'La 

dérivée  du  second  membre  est  négative,  quel  que  soit:r^ 
pour  qu'elle  soit  supérieure  à  —  i ,  il  faut  que  x  soit  com- 
pris entre  —  i/^  et  -|-  i/??  g  étant  négatif,  la  racine 

réelle  est  positive^  elle  ne  sera  inférieure  ^  "^  \/\ 
qu'autant  que  Ton  aura  ^  <  —  Donc  lorsque  p  estpo- 

-  q      z^ 

sîtif,  la  méthode  n'est  applicable  à  la  forme  x  = -7 

'  rr  p     p 

que  dans  le  cas  où  —  ^C  — • 


(397) 
Si  on    pose  —    = -^-^  9    la  valeur  positive 

Xi  =  j^  que  Ton  en  tire  pour  x  rendra  la  dérivée  plus 
grande  que  —  i ,  et  s'il  en  est  de  même  de  la  valeur 
jC,  =  -  —  ^7"^  qïi©  fournit  Xi ,  on  pourra  prendre  Xi 

pour  valeur  de  départ.  En  effet,  Tune  des  quantités  Xi , 
X,  sera  nécessairement  comprise  dans  le  plus  petit  des 
deux  intervalles  a...L)  U,..a  signalés  au  §!¥.  Voyons 
donc  si  Tinégalité 

P      &^P'  ^ 
laquelle  revient  à 

3.64»ç»/?«  +  3.27»y«  < 64»/?*  -f-  2  3 . 27  9*/7», 

est  vérifiée. 

r\     *  9^      ^^  ^9      ^  /p  ^  ^  ^ 

Or  SI  2-  =  — ,  on  a  a:i  =  -T-î-  =  i/^=a:i  =  x,aretant 

la  racine  réelle  de  Téquation  a:'  •+•  px  —  ^  =  o.  La  pre- 
mière inégalité,  et  par  suite  la  seconde,  se  transforment 

dans  celte  hypothèse  en  une  égalité.  Si  ^  <^  — »  le  pre- 
mier membre  de  la  deuxième  inégalité  prend  une  valeur 
inférieure  à  celle  qu'il  a  pour  ^  =  —  ;  le  second  mem- 
bre au  contraire  prend  une  valeur  plus  grande;  donc  Ti- 
négalité  est  évidente.  Par  suite  Xi  =  7-^  est  une  valeur 
de  départ. 

La  quantité  ~  qui,  dans  le  premier  cas,  a  servi  de  va- 
leur de  départ,  ne  jouit  pas  dans  celui-ci  de  la  propriété 
de  rendre  toujours  la  dérivée  plus  grande  que  —  i. 
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VII. 
Par  les  exemples  qui  précèdent,  on  voit  que  la  forme 

donnée  à  Téquation  F  (x)  =  o  ne  permet  pas  le  calcul 
approché  de  toutes  les  racines.  Nous  allons  montrer  qoe 
Ton  peut  toujours,  par  la  méthode  des  substitutions  suc- 
cessives, calculer  toutes  les  racines  de  T équation 

F(*)  =  o, 

à  la  condition  de  savoir  trouver  la  fonction  x  =  ^  (  j) 
inverse  de^=  y  (x). 

En  effet,  admettons  que  Ton  sache  trouver  celte  fonc- 
tion inverse.  On  pourra  mettre  l'équatioti  F  (j:)  =o  oo 
x  =  (f  (x)  sous  la  forme  x  =  ^  (or).  Mais,  d'après  la  na- 
ture des  fonctions  x=^  (y),  y  =  (f  (x),  on  a 

x^  y  étant  deux  valeurs  correspondantes.  Or,  lorsque  x 
est  égal  k  une  racine/3  de  l'équation  F  (x)  =  o,  a:=j  =  (jS); 

donc  ^  ((3)  =  jTTôcC  ^^^  8uite,  si,  pour  une   racine  j3, 

ç'(j3)  est  en  dehors  de  l'intervalle  — . .  .4-1,  pourceue 
même  valeur  (j;'  (|3)  sera  compris  entre  —  1  et  + 1*  Donc 
la  forme  x  =  ^  (a:)  permet  le  calcul  de  la  racine  P,  qui 
échappe  à  la  relation  x  =  f  (x). 

Si  on  applique  ces  considérations  aux  équations  do 
deuxième  et  du  troisième  degré,  on  trouvera 

X  =  Y  —  px  —  q^     .r  =r  ^ —  px  —  q 

pour  formes  inverses  de 

p     p  p      p 


(^99) 
et,  par  conséquent,  les  deux  premières  expressions  four- 
niront les  racines  que  ne  donnent  pas  les  deux  der- 
nières. 

VIII. 

Supposons  actuellement  que  Tëquation 

F(jr)  =  o 

ne  puisse  être  mise  que  sous  la  forme  ^  {x)  ==  cf  (x). 

On  peut  toujours  regarder  le  x  du  premier  membre 
comme  une  fonction  explicite  de  f  (x)  et  poser 

*»ï[f(*)]. 

Dès  lors,  si,  pour  une  racine  a,  |' [?  (^)]*^  (^)  ^t^it 
compris  entre —  et  •+-  i,  on  pourrait  déterminer  a  par 
les  calculs  suivants  : 

X,  =  Ç[<p(jr,)], 


Or  la  forme  explicite  ^  [f  (x)]  n'étant  pas  connue^  par 
hypothèse,  on  ne  pourra  déterminer  les  quantités  Xt,  Xs , . . . 
que  par  la  résolution  des  équations 

La  méthode  ne  sera  donc  réellement  applicable  à  la  déter- 
mination de  la  racine  a  qu^ autant  que  l'on  pourra,  à 
l'aide  de  tables,  calculer  la  valeur  de  xqui  fait  acquérir 
à  <p  (x)  une  valeur  donnée. 

Eu  supposant  qu'il  en  soit  ainsi,  il  reste  à  faire  voir 
comment  on  pourra  reconnaître  que  Ç'  [9  («)]•?'  («)  est 
compris  entre  —  i  et  4-  i .  Ç'  [9  ( J^)  ]  •  9'  («r)  est  la  dérivée 
m'  de  la  fonction  u  définie  par  m  =  Ç  [<p  (x)  ],  ou  encore 


(  4oo  ) 
par  «f*  (u)  =  cp  (x).  Or,  en  difTérentiant  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation,  on  a 


d'où 


par  suite 


ç'[,{^)].,'(x)=|;if|. 


Dés  lors  les  procédés  ordinaires  qui,  à  Paide  de  la  fonc- 
tion |'[ç  («3?)].cp' (x)  permettent  de  reconnaître  que 
5'  [?  (*)]*1^  (*)  ®*^  comprise  entre —  i  et  -f-  i,  pourront 

s'appliquer  à  la  fonction  -  .  ^  puisque  u  est  numérique- 
ment connu  par  les  tables. 

Si  Ton  remarque  que,  pour  x  =  a,  k  est  aussi  ^al  à  a, 
on  aura 


«'tf  {«)]■?' {«)  =  |r|j)» 


et  par  conséquent  si,  pour  une  certaine  racine  a,  la  frac- 
lion  ^n — ^f  n'était  pas  intermédiaire  entre  —  i  et-H  i,  la 

fraction  inverse  ^W-:    jouirait    au    contraire    de    cette 

f(a)    J 

propriété.  Il  en  résulte  qu'en  supposant  la  résolution 
de  l'équation  cp  (x)  =.  A  possible  k  Taide  des  tables,  la 
racine  a  pourra  être  calculée  à  Taide  des  opérations  sui- 
vantes : 

<p(x,)==il;(x,), 

{Fin.) 


(4o.  ) 


«IIBSTION  e«2; 

SoLmnoH  DB  M.  Charles  de  TRANQUELLÉON. 


Soient  A  le  point  attiré  et  MN  le  plan  attirant  \  abais- 
sons du  point  A  une  perpendiculaire  sur  le  plan.  Soit  P  le 
pied  de  cette  perpendiculaire.  Du  point  P  comme  centre 
décrivons  des  cercles  \  considérons  comme  élément  d'at- 
traction la  couronne  infiniment  petite  comprise  entre 
deux  cercles  décrits  avec  des  rayons  :  r,  r  +  dr.  En  po- 
sant AP=  a,  l'attraction  de  l'élément  sera  ■.  j  la 

1  •  •        .  AT»  ^nuavrdr 

composante  de  cette  attraction  suivant  AP  sera  y^ -rr  î 

^  (û*  -f-  /■')' 

,  „  .  ,  Y*^   O-tia^rdr        air 

donc  1  attraction  totale  sera  f       t~ rn  =  *— -»  ce  qui 

démontre  le  théorème. 

Ce  résultat  peut  être  généralisé.  En  eflet,  si  Ton  sup- 
pose que  l'attraction  de  l'élément  soit  en  raison  inverse 
de  la  n''""  puissance  de  la  distance,  l'attraction  totale  sera 

^       Hliaitnir  a        ftir 

(1,3  4.  r»)    ^ 

Pour  /»  =  I  cette  formule  donne  pour  l'attraction  une 
valeur  infinie. 

Mais  dans  ce  cas  l'attraction  est 

X*     2/Y/r                   r    inlr 
^ et        I :  =  L(fl»-^^'). 

Or,-  pour  r=  00  le  logarithme  est  infini. 
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(  4o:i  ) 

Ou  peut  donc  dire,  en  général,  sauf  le  cas  de  ii=i, 
que  lorsque  tous  les  poiots  d'un  plan  attirent)  en  raison 
inverse  de  la  n'^"^  puissance  de  la  distance,  un  point 
situé  en  dehors  du  plan,  T attraction  totale  du  plan  sar 
ce  point  est  en  raison  inverse  de  la  (n  —  a )****•  puissance 
de  la  distance  du  point  au  plan. 

Note.  —  M.  Ch.  Kessler  a  résolu  la  question  602  d'une 
manière  semblable,  et  il  a  de  même  remarqué  que  la 
proposition  peut  être  généralisée. 


KOTE 

Sur  le  lieu  du  sommet  d^un  angle  dont  les  côtés  sont 

respectivement  tangents  à  deux  coniques  ajrant  un 

foyer  commun,  les  rayons  menés  de  ce  foyer  aux 

deux  points  de  contact  faisant  un  angle  constant 

donnéf 

Par  m.  CAQUÉ, 

Professeur  au  coUése  RolUn. 


Les  équations  de  deux  coniques  ayant  un  foyer  com- 
muti  sont  en  coordonnées  rectangulaires;  et,  quand  on 
prend  ce  foyer  pour  origine, 

(  x«-f  7«  =  (/x  +  /»jr^^)», 

Si  Ton  mène  deux  tangentes,  Tune  à  la  première  co- 
nique et  par  le  point  (xy)y  l'autre  k  la  seconde  conique 
et  par  le  point  (x^y')j  les  coordonnées  X  et  Y  du  point 
de  concours  de  ces  tangentes  satisferont  aux  équations 

iXx-^Yy^ii^-^ifiY  'hp){i^  -hmx-hp] 
•^*'     \xx'  i^Yj'=={rX^m'Y^p')(i'±'-hm'x'^p'] 


(  4o3  ) 
Pour  trouver  Téquatiou  du  lieu  décrit  par  le  sommet 
d'un  angle  dont  les  côtés  sont  respectivement  tangents  à 
deux  coniques  ayant  un  foyer  commun,  lorsque  les 
rayons  vecteurs  menés  de  ce  foyer  aux  deux  points  de 
contact  font  un  angle  constant,  il  faudrait  éliminer  x^y^ 
x\  y'  entre  (i)  et  (a)  et  Téquation  exprimant  queTau- 
gle  des  rayons  vecteurs  est  constant. 

Pour  faciliter  cette  élimination,  soient  r,  r'  et  R  les 
rayons  vecteurs  des  points  (a:,  j^),  (x',j^'),  (X,  Y); 
a,  ol'^  6,  les  angles  que  ces  rayons  vecteurs  font  avec 
Taxe  des  x^  et  soit  2  0  Tangle  constant  que  font  entre 
eux  r  et  r'. 

Posons  enfin,  pour  abréger, 

dTszlx-^my  -^py       </'  =  /'  y  -h  m' y  -4-/>', 

Les  équations  (i)  deviendront 

(3)  r»==rf«,      r''  =  rf'». 

Les  équations  (a)  deviendront,  en  ayant  égard  à  (3), 

(4)  Rcos(6  — a)=D,     Rcos(e  — a')  =D', 
et  Ton  aura  la  condition 

(5)  «'  — a=raO. 

Les  équations  (4)  combinées  par  addition  et  par  sous* 
traction  donnent,  en  ayant  égard  à  (5f), 


Rcos  (  6 )  = r-  , 

\  2       /  2COSÔ 

R  sin  (6 )  = r-r-  \ 

\  2      /         2sinO 


:>.6. 


(  4<>4  ) 

d'où  l'on  déduit 

(6,  K^=(^\\(^]\ 

ou,  après  réduction, 

(7)  R»sin>2  0  =  D»-|-D''— aDiycossO. 

Les  coordonuées  des  points  communs  à  cette  conique 
et  Tune  des  coniques  (3),  la  première  par  exemple, 
satisfont  à  Téquation 

Dcos29  —  D'=:  o, 

représentant  une  droite  passant  au  point  de  concours  des 
directrices  des  coniques  données. 

Le  lieu  cherché  est  donc  la  conique  doublement  tan- 
gente à  chacune  des  coniques  données,  et  telle,  que  cha- 
que corde  qui  lui  est  commune  avec  chacune  déciles 
passe  au  point  de  concours  de  leurs  directrices. 

Pour  répondre  à  la  question  posée  au  Concoiu^  géné- 
ral, il  sufKit  d'exprimer  que  les  coniques  données  sont 
semblables,  c'est-à-dire  ont  la  même  excentricité  e,  et 
que  Tangle  de  leurs  rayons  minima,  ou  Tangle  de 
leurs  directrices,  est  29. 

A  cet  effet  on  prendra  Taxe  des  jc,  dont  la  direction 
est  restée  arbitraire,  parallèle  à  la  bissectrice  de  Faiigle 
des  directrices  des  coniques  données,  et  l'on  posera  dans 
Téquation  (6) 

D  =e(Xr^îi9-h  YsinO  —  7), 
D'=#?{Xco8  0  —  YsinÔ-,7'). 

Ou  trouvera 

(8)  K'  =  AU-'L±5L\^U-1^\\. 

^    '  W  2COSÔ  /         \  2sm9  /  \ 


(  4o5) 
Le  point  de  concours  des  directrices 

D=o,     D'=o 

a  pour  abscisse  et  pour  ordonnée 

1  cos  9  2  sin  0 

L'équation  (8)  exprime  donc  que  le  lieu  demande 
est  celui  des  points  dont  les  distances  au  foyer  commun 
et  i  Fintersection  des  directrices  sont  dans  un  rapport 
constant,  égal  à  Texcentricité  commune  des  coniques; 
ce  lien  est  donc  un  cercle  en  général,  et  une  droite  si 
les  coniques  sont  deux  paraboles. 

On  remarquera  que  le  lieu  ne  changerait  ni  de  gran- 
deur ni  de  position,  si  Ton  faisait  varier  les  coniques 
données,  en  conservant  toutefois  leur  excentricité  com- 
mune, leur  foyer  commun  et  le  point  de  concours  de 
leurs  directrices. 


'  '■■«' 


ARITHlOLêGlE  ÉLÉMBNTAIRB; 

Par  V.-A.  LE  BESGUE. 


TROISIÈME   ARTICLE^ 


11 .  Dans  les  calculs  suivants,  (f  [x)  étant  une  fonction 
deXj  en  ce  sens  qu'elle  en  dépend  d'une  manière  quel- 
conque, connue  ou  inconnue,  on  représentera  par  <po(^) 
une  quantité  <[cf(x),  et  par  ^^  [x)  une  quantité  ]>({> (or). 
Les  quantités  fi  (ar),  cpo  (x)  seront  nommées  des  limites 
supérieure  et  inférieure  de  ?(j^),  mais  sans  attacher  au 
mot  limite  sa  véritable  signification.  On  emploiera  les 


(  4o6  ) 
inégalités  évidentes 

ç.(x).e.(*)>^(^).o(^)>tt(x).©.(x), 

et  quelques  autres  qu'il  serait  inutile  d'inscrire  ici. 

Pour  avoir  deux  limi  tes  simples  de  la  somme  des  lo- 
garithmes des  nombres  consécutifs  i,  a,  3,.  • .,  a:,  c'est- 
à-dire  logllorou  Slogx,  il  faut  prendre  Tinégalité  déjà 
citée 

(f)'>->(^r. 

où  l'on  suppose  a:  ]>  5  et  e  égal  à  la  base  da  système  des 
logarithmes  népériens. 

Si  Ton  prend  les  logarithmes  pour  une  base  quelcon- 
que, par  exemple  pour  la  base  lo,  on  aura 

x(\oQx  —  loga)  ]>  2logx>  j:(log:r — log^). 

Dans  les  calculs  suivants,  on  aura  à  considérer  la  somme 
2logE(x),  où  E(jr)  est  Tentier  d'une  quantité  fraction- 
naire x;  Tinégaliié 

B(ar)[logE(x)-log2]>2logE(jr)>E(4r)[logE(x)-M 

devra  être  exprimée  en  fonction  de  x. 

En  augmentant  le  premier  membre  ou  la  limite  supé- 
rieure, ou  lui  donnera  la  forme 

x[\ogx  —  logs). 

En  diminuant  la    limite  inférieure,  on  hii  donnera  la 

forme 

(x  —  I)  [log(x  -►  l)  —  Jogtf). 

Si  Ton  met  (x —  i)log(x —  i)  sous  la  forme 

(x^  l)jlog;r-hlogfî^j|, 


(  4o7) 

on  aura  ^ 

(x— i)[log(4:— i)—loge] 

=  x(logj:  —  logtf)  —  logx-f-loge-l-  (x—  i)log( j 

Or  il  est  facile  de  montrer  que  la  quantité  négative 

(X— l)log^i:ilij=:(x-l)log^I-ij 

n'atteint  pas  loge  en  valeur  absolue. 

-w(, -i)=iog,(i+jL+j-+...y 

delà 

—  (x  —  i)logf^^^j  <log^. 

Ou  aurait  pn  faire 

—  (x  —  i)  log  {^-^J  ~  {*  —  0  '»&(-—--') 


=  log(,^._i-.p, 


quantité  qui,  pour  x  tendant  vers  Tinfini,  tend  vers 
loge- 

On  admettra  donc,  dans  tous  les  cas,  l'inégalité 
(/)     x(logx— log2)>2logE(x)>x(logx— logé?)  — logx. 
12.  Connaissant  deux  limites  du  logarithme  de  II  (x), 


(  4o8  ) 

on  peut  eu  trouver  deux  du  logarithme  de  « 

«(ï)-"(î)-"(i) 


E  (  -  )•••»  au  lîeii  de-r->  -»  etc. 

3o    2 


où  c'est  pour    abréger  que  l'ou  n*a  pas  mis  E  (^) 

(f) 

On  a  donc 

logn,  (x)=  llogx  -h  SlogE  (  ^  j 

-[lIogE^î)  4^  llogE  (f)  ^  îlogE^f)]. 

Admettant  le  cas  le  plus  général  où  x  n'est  pas  entier,  et 
posant 

logn,(x)  =  <p(A)— ô(x), 

il  viendra 

•»  ____ 

ç,(«)  =  — jr(loga?—  loga)  — xlog^(/3o» 

6i(«)  =  2j«(logx—  loga)—  arIogv^.^3.{^5, 
et  de  même 

yi(j^)  =  2-4?(loga?  —  log^)  —  jrlog   y  3o—  aloga:—  log3o, 
0,(ar)=— j?(logJ?  — logtf) — :rlogV^^3v^5^31ogx  +  log3o, 


ou  encore  ' 


f*{^)  =  ?i(^)^  3^*(H<?"-  ioga)  — 2log«-f-log3o, 
e.(j:)  =  ô,(x)  — —  x(loge—  log2)  — 31ogx-hIog3o. 


(  4o9  ) 
Substituant  dans 

il  vient 

f,(j:)  — 0,(x)  -H-ixlog/îj-f-3logx-'log3o>logn.(j) 


et  comme  l'on  a 

? 


y^So 
en  posant 

il  vient 

(g)  «xH-  31ogx>  logll,  {x)>fl'x — 2logx, 

en  augmentant  la  limite  supérieure  de  log3o  et  diminuant 
rinférieure  de  log3o. 

13.  Au  moyen  des  limites  précédentes  deni(x),  ou 
peut  trouver  celles  de 

•      P,(x)  =  P(x).P(^).p(^x). . . 

D'après  le  théorème  du  n^  9  ou  a 

passant  aux  logarithmes,  le  premier  membre  devient 


1 


(4io  ) 

en  supposant  x  =  Xô^,  y  entier  et  1  <;  6,  d'où  Ton  lire 


jr\og6  =  logx  —  logX,     I  -\-x=  I  -h  ^'^^  ,g  ^  ^ 
on  Toit  que  la  partie 


on  la  remplacera  par-^  x,  en  Taugmentant. 
La  partie 

3  Nogx  +  logg  +  log^  +  . . .  H-log^j 

=3(r-M)(.ogx_£i2£6) 

—  3^1+  >og-^^  —  log^\  /1og-g-hlog>A 

2  logo       a    ^         2  logo       a 

Comme  log6  =  0  9  477i3>  on  peut,  en  augmentant  cette 
partie,  la  réduire  à 

^log'xH--  logx-hi,2. 


2log6 
On  aura  donc  l'inégalité 

(        -^^-'-— i — 7:lt15'*-+--logxH-  i,2>logP,  (x) 
(A)    I  5  2log6     ^  2      **  7     ^       o       X 

>  a'x  -—  alogx. 


(4i<  ) 

14.  Enfin ,  pour  avoir  les  limites  de  lo^P(x)  ou  de  la 
somme  des  nombres  premiers  non  supérieurs  a  x^  il  faut 
employer  F  inégalité 


en  prendre  les  logarithmes,  remplacer  le  premier  mem- 
bre par  une  quantité  plus  grande,  le  dernier  par  une 
quantité  plus  petite^  les  inégalités  [h)  conduisent  ainsi  à 
cette  antre 

T*  '*"ïï^  ^^      -H  -logx  -h  I  ,^-  flY'-t-log:r 
^1     n/    «^     /  •  12a   /-       3  Ioc*a? 


5  4  '^^ 


--logjî  — 2,4, 


ou  bien,  en  réduisant, 


6ax  .-3  5 

_  -  fly;ç4.__lag«x  4-- log*-hi,a>logP(*), 


ma 


('){  logP(ar)>ii'x ^  v^ 

Au  moyen  de  ces  limites  de  k)gP(jr)  s=  (f  (x),  l'iné- 
galité 

5>,  ( iwar  ) -- ç,  (or)  >  K  (  log* -h  logi» ), 

qui  exprime^  quand  elle  est  satisfaite,  qu'il  y  a  plus  de 


(  4ia  ) 
K  nombres  premiers  entre  x  et  mx,  devient 

(«')   <         /3logm       _\  ,  .    /31og»m      -j ,  ,  J 

\  >  Klog:r  -h  Kiog/;? . 
Cette  inégalité  ne  peut  être  satisfaite  qae  pour 

/ii>^--,>  2,459    ou    w>2,46. 

Si  on  la  met  sous  la  forme 

j:  —  A  v/j?  >  B  Iog*x -h  Clogx  H-  D, 

où  A9  B,  C^  D  sont  positifs,  on  trouvera  bientôt,  pour 
une  valeur  donnée  de  m  ]>  2,4^1  qu'au-dessus  d'une 
certaine  valeur  de  x  il  7  aura  plus  de  K  nombres  pre- 
miers entre  x  et  inx, 

15.  En  partant  de  la  formule  de  M.  Liouville  : 

2logj:=:  V^aîr  -h  xlogx  —  x  H —  logjr  H ^ï 

2  12  J^  , 

fi  étant  compris  entre  o  et  i,  M.  Tchebichew  a  trouvé 
pour  limites  de  la  somme  des  logarithmes  non  supérieurs 
à  X  les  expressions 

Ax_^Av/ï-^log'*-^logx-3. 
en  supposant  les  logarithmes  népériens  et 

y'So 


(  4«3  ) 

de  là  l^in^galiu* 


^5,    . 

Cette  inégalité  n'apprend  rien  quand  on  n'a  pas  m]>>  ^  ; 

mais  quand  m^^i  en  prenant  x  suffisamment  grand  on 

fait  tomber  entre  x  et  mx  autant  de  nombres  premiers 
qu'on  voudra.  Ainsi  pour /n  =  a,  au  delà  de  a:  =  1 69= 1 3*, 
il  7  a  plus  de  quatre  nombres  premiers  entre  x  et  20:. 
Cette  limite  de  x  est  beaucoup  trop  grande  ;  la  table  de 
Burckhardt  fait  voirquear=  22  sufiit.  Il  est  à  désirer  que 
le  problème  soit  repris  et  résolu  pour  de  moindres  va- 
leurs de  m,  en  employant,  s*il  est  possible,  une  fonction 
autre  que  Zlogx. 


{4i4  ) 


■ÉHOIRB  SVR  LES  TÉTRAÊBRBS. 
Réteniinatioi  di  Tolaae  ■aiwu  fia  télrièlre  doiK  les  bces  #it  en 

lires  deanées 

r  voir  p.  sn)  ; 
Par  m.  PAINVm. 


Présenté  à  rAcadémte  en  janTÎer  i86a. 


30.  Du  groupe  (III)  on  déduit,  eu  ^ard  aux  rela- 
tions (7), 

(»3)  j^'='1'-î^3-V^«(«-^^)> 

c'esl-à-dîre  : 

TflÉOBÈXE  VIII.  —  Leprodtià  de  deux  arêtes  oppo^ 
sées  par  leur  plus  courte  distance  est  constant  et  égal  à 
six  fois  le  volume. 

Le  groupe  (V)  nous  donne  .enfin  : 

/.  H-/,  H- aG  — ar;  v^  = -^=:rjp;, 

(•4)        {/.+/  + 28 -ar:v'9  =  -^=r;p;, 

/ +/,  +  a»  -  a/i  V^  =  ;^  = /^pI  , 
d'où  l'on  conclue,  en  vertu  de  Téquation  (3), 

(i5)         r;p;-hr;p;4-r;p;=/4/+/.4-/„ 


(  4i5  ) 

c'est-à-dire  :  * 

Théorèmb  IX.  —  La  somme  des  carrés  des  produits 
des  arêtes  opposées  est  égale  à  quaimjois  la  somme  des 
carrés  des  aires  des  faces, 

31 .  En  combinant  les  relations  du  groape  (VIII)  et  en 
faisant  intervenir  les  égalités  (4)9  (8)  et  (9),    on    ar- 


rive a 


(.6) 


2pî(R»-RÎ)=/3-/, 
2^Î(R:-RÎ  )=/.-/„ 

2r;(R:-RÎ)=/-/„ 
2r;(RÎ-.R;)  =/,-/, 


d  où  : 

Théorème  X.  —  Le  produit  du  carré  d\tne  arête 
par  la  différence  des  carrés  des  distances  du  centre  de 
gravité  aux  sommets  opposés  à  cette  arête  est  égal  au 
double  de  la  différence  des  carrés  des  faces  adjacentes  à 
cette  arête. 

Combinant  les  relations  (16)  et  (9),  ou  trouve  en- 
core : 

{1 7)  j  a.Rj - RJ)  =  r; - rî,     a (R'-RJ) = r\-f\  =  rj - f\ . 
•(  a;R|-RÎ)  =  r;-,^.,     a(R'-R;)=r;-pJ=r;-p;, 

égalités  qu^il  est  facile  de  traduire  en  langage  ordinaire. 

32.  Les  angles  A/A|  sont  les  suppléments  des  dièdres 
formés  par  les  faces  du  tétraèdre  auxquelles  les  droites 
A/  et  hi  sont  normales. 

Or  la  comparaison  des  formules  (3)  et  (6)  nous  donne 


(  4i6  ) 
imniédiaienienl  : 

—  COSfAsAjjrzr ; r :  ==   ;^ ; , 

langfr.r,)  tang  (r.p,)       tang  ^r.r,)  ta  ng{r,p,) 

(i8)/  --cos{AjA,)= — ; — ,  = — ; • — ,, 

\  tang(r,r,}laDg(r,p3)       tang (r,r,)  lang(r^,) 

COS(A,A,)=    ; 7 ; r  =  ; . 

tang(r,r,  )tang(r,o,)       rang(r,r,)tang(r,p,) 

De»  plus,  les  formules  (17)  du  §  II  et  les  valeurs  (3)  de 

ce  paragraphe  nous  fourniront  les  AA|  sous  la  forme  sui- 
vante : 

I-  V/Z^  cos(  AA.)  =  {r\  -  v^)  {r\  -  y^), 
-- v(Z?aCO8(AA0  =  (r;- v^)  (r^  —  V^), 
-  V^77,cos(AA3)  =  {r\  -  v^')  [r\  -  v^), 

d^ou  on  conclut,  en  ayant  ^gard  aux  valeurs  (6), 
— co8(AA,)= 


tang(p,r,)  tang(p,p,)       lang (p,r,)  tang{p,p,) 

(20)  <  —  ces  (A  Al) \ : 1  =  -, r ' r  î 

1  lang^p,r,)iang(p,p3)       tang  (p,r,)  iang{p,p,) 


— eus  (A  A  3)=- 


I 


Ung(p,r, J Ung [^^^,)       fang {^^r;^  rang (p,p,) 


Les  relations  (iS)  et  (20)  donnent  encore  lieu  à  plusieurs 
énoncés  géométriques. 

A  Taide  des  valeurs  (3),  (i 3)  et  (19),  on  arrive  immé- 
diatement aux  relations  suivantes  : 

cos(AA,)coîj(A,A,)\         ._,  ._.  ,  _.,  ^^ 

co»(AAJcos(A.A.)L^^(-.-vf-'-v'^(-»-^' 

i/i      .  I  k  k  \         I  k   k  \\  V  fjxftfi 

(ai){  \cos(AA,)  cos(A,A,)/ 

v'/Z.AA 


(4i7) 

propriété  remarquable  énoncée  par  le  théorème  suivant  : 

.  Théorème  XI.  —  Le  produit  des  cosinus  des  dièdres 
opposés  est  constant. 

Les  formules  (ai)  et  (3)  nous  conduisent  encore  k  une 
propriété  des  dièdres  adjacents  à  une  même  face^  car  on 
trouve  : 


/ 


Sommet  0 . . . 


(w) 


Sommet  M|. 


cos(A,A,)cos(A,  A,) 
cos(AA,) 

oos(A«As)  cos  (As  A,) 
cos(AA,) 

cos(A3Ai)  co8(A,Aa) 
cos  (  AA,) 

cosfAAj)  cos  (A  A3) 
cos(AA,) 

cos  (A,  A3)  cos  ( Aa  A) 
cos  (As  A,) 

cos  (A3  A)  cos  (A3  A,) 
cos(AsA,) 


•  •  *  •  • 


Je  crois  inutile  de  transcrire  les  relations  similaires 
correspondant  aux  sommets  M,,  M,  ;  elles  s'obtiendront 
d'ailleurs  par  une  simple  permutation  d'indices. 

Le  groupe  (Il  bis)  nous  donne  des  relations  entre  les 
dièdres  d'un  même  sommet. 

33.  Je  n'ai  cité  que  les  plus  saillantes  parmi  les  pro- 
priétés que  présente  le  tétraèdre  maximum;  mais  les  for- 
mules que  je  viens  de  relater  offrent  un  grand  nombre  de 
combinaisons  pouvant  conduire  à  des  relations  plus  ou 
moins  simples  entre  les  éléments  de  ce  tétraèdre. 

Cependant,  avant  de  terminer  ce  Mémoire,  je  dirai 
quelques   mots    d'un    tétraèdre    dérivant    du    tétraèdre 

4iiji.  de  Mathémat,,  3«  série,  l.  !•'  (Novembre  «b^a  )       27 


(4.8) 

OMjMtMt  par  une  constmction  que  j'exposerai  tout  i 
riieure;  ce  tétraèdre,  qui,  je  crois,  n'a  pas  été  considéré 
jusqu'ici,  présente  des  relations  fort  curieuses  avec  le  té- 
traèdre primitif;  il  me  semble  donc  intéressant  d'entrer 
dans  quelques  détails  sur  ce  sujet)  et  d'y  consacrer  un 
dernier  paragraphe. 

§  V^  —  Propriétés  du   tétraèdre  dérivé.   Autre 

problème  de  maximum. 

34.  Par  un  point  quelconque  de  Tespace  (je  choisirai 
le  point  O  pour  plus  de  clarté)  élevons  des  perpendicu- 
laires Ai,  A„  Ag^ux  faces  OM,  Mj,  OMjM,,  OMiM,, 
du  côté  du  sommet  opposé  k  chaque  face  ;  puis  une  per- 
pendiculaire A  a  la  face  Mi  Mt  Ms  qu'on  prolongera  du 
côté  opposé  à  cette  face;  prenons  ensuite  sur  chacune  de 
ces  perpendiculaires,  à  partir  du  point  O,  des  longueurs 
proportionnelles  au  double  de  Taire  de  la  face  qui  lai 
est  normale.  Ainsi  nous  prendrons 


a 


(■) 


^  2J       vy 

Ow  ~  —  = %  suivant  A, 

0/W|  =  — =r 9  suivant  A,, 

Oma= — = 9  suivant  Aa, 

0/W3  =  — = 1  suivant  Aj, 


nous  formerons  ainsi  un  tétraèdre  mmim^m^  que  j'ap- 
pellerai le  tétraèdre  dérivée  des  aires  du  tétraèdre  pri- 
mitii. 

Calculons  d'abord  les  coordonnées  des  sonunets  dn  té- 
traèdre que  nous  venons  de  définir. 


(  4i9) 
35.    Soient  ^/,  y},-,  Çi  les   coordonnées   du    sommet 
m,  (i  =  I,  2,  3).  On  a  d'abord 

Ç,==Oiw/  cos(A/x)  = co8(A,j:). 

f* 

Or,  d*après  les  formules  (la)  du  §  II,  nous  avons 

les  coordonnées  des  trois  sommets  mi ,  m«,  m^  seront  donc 


(=») 


X, 

ii 

»/ 

*""■ 

J»  ' 

t 

s: 

2, 

f* 

Pour  le  sommet  m,  on  a  (^,  iq,  (^  étant  ses  coordon- 
nées) 

$=Omcos(Ajr)=: —  cos(Aj:); 

les  formules  (i5)  du  §  II  nous  donnent  d'ailleurs 

-{X,-hX,  +  X5)  =  ^cm(Ax)i 
par  suite,  si  l'on  pose 

x  =  ~(x.-+-x,-hXO, 

(3)  {Y=-(Y,  4-Y.-hY,), 

Z  =  -(Z.-f-Z,  +  Z.). 

27- 


on  trouve 


(4) 


(  4>o  ) 


Y 

11=     —! 

z 


Je  remarque  quHl  résulte  immëdiatenieiit  des  formu- 
les (a),  (3),  (4)  qoe  le  centre  de  gravité  de  ce  tétraèdre 
est  au  point  O  par  lequel  on  mène  les  normales, 

36.  Représentons  par  X'  le  sextuple  du  volume  du  té- 
tcaèdre  mmxm%mi^  on  a  : 


(5)  V  = 


X 

Y 

Z 

■ 

-  ' 

— — 

K 

f 

f* 

X, 

Y. 

z, 

' 

— — • 

f 

f* 

/* 

r= 

X. 

Y, 

z, 

H 

f* 

f* 

X, 

Y, 

z. 

■ 

f* 

1* 

1* 

4   O  O  O 

f*  /*  /* 

f*  /*  f* 

f*  f*  f* 


4        4 


f** 


Ainsi 


Théorème  I.  —  Le  volume  du  tétraèdre  dérivée  est 
égal,  à  un  facteur  numérique  près,  au  carré  du  volume 
du  tétraèdre  primitif. 

Remarque,  —  Nous  avons  introduit  la  ligue  /x  afin  de 
laisser  les  formules  homogènes.  Dans  les  énoncés  sui- 
vants, nous  supposerons  toujours,  sauf  avis  contraire, 
celte  constante  égale  à  Tunité. 

«  Si  Ton  suppose,  en  particulier, 

|A  =  y  X,     ou     ft  =  J^  V, 


(4>i  ) 

»  on  trouve  que  : 

»  Dans  le  premier  cas,  le  volume  du  tétraèdre  dérivé 
»  est  égal  à  quatre  fois  le  volume  du  tétraèdre  primitif; 

w  Dans  le  second  cas,  le  volume  du  tétraèdre  dérivé 

»  est  toujours  égal  ^  ^*  * 

37.  Nous  poserons,  pour  faciliter  les  calculs, 

^g.  J    v(77iCos(AA|)  =  A.„ 

I   v(^cos(A/A4)  =  Aa, 

et  les  formules  (17)  du  §  II  deviennent  avec  cèite  nota- 
lion 

Ail  -h  A„  -h  A„  H-yi  =  o, 

A^j  4- A|j -»- Aaa -f-yi  =  O, 
A«, -HAm-H  a., -f-7  =  0, 

*       _.      A         .     A      / — /' fi'^/i  _ 

A|2  T"  A|8  "t"  Aj3 ———————    —  r, 

2 

Déterminons  les  arêtes  du  tétraèdre  dérivé;  posant 


(») 


on  trouve,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (2),  (3),  (4),  (6) 
et  aux  formules  (  i4)  du  §  II  : 


(9) 


(»«  «,,  =  (a  X, -»- X,  +  X,)' + (  a  T, + Y, -t- Y,)  +  (  2  Z, -t- Z,  +  Z,)' 

l»«<«„=(X,  +  aX,  +  X,)«-»-{Y,H-aY,  +  Y,î  +  {Z,  +  aZ,-+-Z,)' 

fi'a„  =  (X,  +  X.+  aX,)'+(Y,-»-Y,H-aY,)'  +  (Z,4-Z,+  aZ,)' 
=  a  (/+/,)  -  {/  +/,)  -  a  A„  ; 


(  4aa  ) 

pi>  «„  =  (X,  -  X,)'  +  (  Y,  —  Y,)'  -h  (Z,  —  Z.)  '  =/.  +/,  -  a  A„ , 

(lo)^  fi»a„  =  (X,-X,)'  +  (Y.-Y.)»  +  (Z.-Z,)'=/,-l-/.-aA,„ 

pi'«„  =  (X,  —X.)' H-(Y, -  Y,)'-h(Z. - Z,)>  =/  -h/,- 2A„. 

De  ces  relations  on  conclut 

2 

«01  —  «ts  =  ■-:  (/-*-/i  — /» — ^/s)> 

(il)  {    a„ — aij=:  —  (/+/, — /i— /a), 


2 

«•S  —  «la  =  -T  (/-V/a  -^/i — ^/a)» 


puis 


«lï  +  a.3  -i-  «„=  -r  [3(/,  -h/,  -h/O  —/], 
«M  ■+-  a.,  -h  a„  =  -;  [3  (/-*-/a  ^/a)  — /], 
(la)    {  ao,-|~a«, -hoi,3=:  —  [3(/-^/i+/s)— /a], 
«0.  -*-«oa  H-  «11=  —  [3(/-f /,  4-/»)  — /»], 
«•I  -h  Ota'-f-  ««s  H-  «n  -h  «1 J  -H  «M  =  "H  {f'^f*  "^f^  ■*'-'*)  » 

et  enfin 

«..  -+-  a«,  +  a.,  =  -^  (/-f-Zi  H-/i  -H/s  "H  4/)  • 
a,»  -4-  a„  H-  «„  =  —  (/-h/i  4-/t  "♦-  /s  4-  4/)' 

(•3)     <  , 

a»  +  «Il  -!-«..=  —  (/-t-/<  +/i  +/>  +•  4/»)» 

r 

«3i  -H  a»i  -H  «M  =  —  (/  H-/i  H-/«  -♦-/a  4-  4/i)  » 


(  4«3  ) 
relations  que  nous  traduirons  par  les  énonces  suivants  : 

Théokeme  il  —  La  différence  des  carrés  des  arêtes 
opposées  est  égale  à  quatre  fois  t excès  de  la  somme  des 
carrés  des  faces  primitisfes  respectiv^ement  perpendicu" 
laires  aux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  aux  extremis 
tés  de  la  première  arête  sur  celle  des  aires  correspondant 
à  la  seconde  arête. 

Théorème  III.  —  La  somme  des  carrés  des  arêtes  dUine 
même  face  est  égale  à  douze  fois  la  somme  des  cannés 
des  faces  primitiv'es  perpendiculaires  aux  rayons  vec^ 
teurs  de  la  face,  moins  quatre  fois  le  carré  de  la  face 
restante. 

Théorème  IV.  —  La  somme  des  carrés  des  arêtes 
correspondant  à  un  même  sommet  est  égale  à  quatre 
fois  la  somme  des  carrés  des  aires  primitives  ^  plus  seize 
fois  le  carré  de  lajace  homologue  de  celle  qui  est  oppo- 
sée au  sommet  considéré» 

N.  B*  —  J'appellerai  faces  homologues  les  faces 
mxm^mi  et  MiM,Ms,  mm^ni^  et  OMi  M|,  mm^niz  et 
OMiMs,  mm^m^  etOM,m8. 

Je  désignerai  sous  le  nom  Ae  faces  conjuguées  de  ra- 
reté minij^  ou  an  les  faces  ^,  ^  fk* 

38.  Déterminons  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  dé- 
rivé. 

Nous  représenterons  par 

» 

A>  Taxe,  et  o  l'aire  de  la  face  m^m^m^^ 
oNdi  Taxe,  et  a,  l'aire  de  la  face  mm^nii^ 
A>s  Taxe,  et  93  l^aiie  do  la  face  mm^m^^ 
AisTaxe,  et^t  l'aire  de  la  face  /7i/7i|/i?s. 

Afin  de  bien  préciser  les  signes,  nous  devrons  rappor- 
ter les  déterminants  partiels  au  déterminant  V  qui  donne 


(  4M  ) 


le  volume,  savoir  : 


(i4) 


r  = 


I    — 


X 

Y 

z 

._ 

>.>• 

M 

f* 

f* 

X, 

Y. 

z. 

•—— 

^— 

— — 

M 

f» 

c 

X, 

Y, 

z. 

'  '  ■ 

— — 

■^~ 

J* 

(» 

f* 

X. 

T. 

Z, 

—» 

^^ 

— 

f* 

f* 

M 

Les  équations  des  faces  mxm%Wi^  mm^m^^  mmxm%, 
mm^m%  s'obtiendronl  en  remplaçant,  dans  le  détermi- 
nant X',  les  coordonnées  du  sommet  manquant  par  les 
coordonnées  courantes  x^y^  z. 

Nous  devrons  alors  appliquer  les  formules  (i5)  du 
§  U;  je  vais  les  rappeler. 

Si  P  =  o  est  l'équation  du  plan  d'une  face  5,  la  direc- 
tion de  la  normale  au  plan,  prolongée  du  côté  opposé  à 
cette  face^  est  donnée  par  les  équations 


(i5) 


2.S  cos(Ax)  =  — -, 

dx 

ajcos(Ar)=  -— j 

*       '       dy 

2  5COS  (A»)  =  -7— • 

ut 


39.  Ceci  posé,  considérons  la  face  mini^Wi\  son  plan 
a  pour  équation 


P  — 


I         X 

X, 


I 


r 

Y. 


z 

Z. 


I 


X,     Y,     Z, 

P       f^       f* 

h    11    h 


r=:  O 


(4a5  ) 
Nous  aurons  donc  pour  la  direction  de  l'axe  olo  : 


dx 


ou 


fi'.2  9CO$(<A.x)  = 


-( 


1 

Y.     Z, 

1 

I 

I 

y,  z. 

dh 

dx,  ■*■ 

dL 

dY 

1      ^z,  J 

ou  enfin,  en  ayant  égard  aux  formules  (4)  du  §  II, 


2  9Cf)S  (fX*:r)  = :  (JC|  -K  X,  H-*»); 


•      •  \ 


nous  arrivons  ainsi  a  ce  premier  groupe 


2  9COs(jltX]  = 


-f-jr.-+-x,), 


(«6) 


aer  cos  (.tj)  = ;  (jr,  4.  j,  -^-y,)^ 


2 0"  cos  (  al.  «  )  := («1 


-h  Z,  -h  «,)  , 


les  deux  dernières  relations  s'obtenant  par  un  calcul  sem- 
blable. 

Soit  qaaintenant  la    face  mmifTit;   son  plan  a  pour 
équation 

P  f*      f* 

i       X  jr        z 

P.  =         ^  Il   h    ^^ 

f*  f*    f* 

A3  Yj     Zs 

P  f*       f* 


(  4^6  ) 

Nous  aurons,  pour  déterminer  la  direction  de  l'axe  Jbt  : 


îffi  COS(Jloi<r j  =:  -j—  = 


I 


1      Y      Z 

I    Y,   z. 

I     Y.     z. 


ou 


(t'.av,  cos(»l>ix)  = 


ou  eniln 


3-Y.-Z, 
I  Y,  Z, 
I      Y,     Z, 


=  (3^-''^ 


k 


dL 


c/Xi      </Xx     (/Xs> 


Le  calcul  des  autres  angles  se  fera  d*une  manière  sem- 
blable et  sans  aucune  ambiguïté;  de  sorte  que  nous  pou- 
vons ëcrire  lout  de  suite 


a <fi  co%[Xix)  = j  (.r,  4-  x,  H-  jtj  —  4^1) , 


(17)      {  2<y,cos(X,j)= ;(ri+rt 


Y%  —  4rO  » 


2<r,co»(Jl,f«)  = ;  («1  4-  ^a -+-  ^1  —  4*«)- 

Si  nous  introduisons  les  coordonnées  u^  v^  tv  du  centre 
de  gravité  du  tétraèdre  primitif,  savoir  : 


Xi  -t-  X,  H-  X 


u  = 


(.8) 


r.-+-r,  +  r3 


cv 


Z|  H-  Zj  -f-  Zj 


(4^7  ) 
les  formules  (16)  et  (17)  prendront  la  forme  suivante  : 

'I    o'cos(.l»ar)  = :^a, 

<r  ces  (  Xjr)  = ;  Xc*, 


(•9) 


a  CO8  (t,\oZ)z= :  A  fv, 

ffiCOs(Jlu/x)  = j  X  (a  —  JT/), 

(riCOs(Xijr)=: ;X(«'— j,), 

!/        ■  ' 

\  \  r 

40.  Des  relations  (19)  nous  conclurons,  en  conservant 
les  notations  des  paragraphes  .précédents  : 

<r  =-XR, 


(20) 


(T,  =4aR,, 

0*1  =  — -  X  Rj , 

2 
«"s  —  ^  A  R  j , 


et  encore 


r 

relations  qui   nous   fournissent  ces  propriétés  remar- 
quables : 

Théorème  V.  —  Les  faces  du  tétraèdre  dérii^é  sont 
respectivement  égales  à  douze  fois  le  produit  du  i/o*- 


(  4^8  ) 

lunte  primitif  par  la  distance  du  centre  de  gras^àé  du 
tétraèdre  primitif  au  sommet  opposé  à  la  face  homo- 
logue de  la  face  considérée. 

La  somme  des  carrés  des  faces  du  tétraèdre  dérit^  est 
égale  à  trente-six  fois  le  carré  du  volume  du  tétraèdre 
primitif  multiplié  par  la  somme  des  carrés  de  ses  arêtes. 

41.  Angle  des  arêtes  opposées. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  arêtes  opposées 
mm^^  rrii  m^;  on  a 

X X 

mm^  ces  [mnii^  x)  = ^, 

Y Y 

/W//I1  COS  (Hî/lï,  ,  ^)  =  î. 


OT,  Wj  CCS  (Wa /II,,  X)=  î, 

y  —  Y 

nii  /»,  ces  (/Wj  Wj ,  7 )  =  ^ '  9 

d'où 

(A*,  iifni, .  'fit nti  ces  (ninii ,  nfj  m,) 

=  (X-X.)(X,-X3)4-(Y-Y.)(Y,~Y.)-f-(Z-Z.)(Z,-Z,); 

efiectuant  les  multiplications  et  substituant  aux  X|,  Y/, 
Z/  leurs  valeui's,  on  obtient  la  première  des  relations  du 
groupe  suivant  : 

/  p'.  /ww, .  /Il,  Wj .  ces  (  /wOT,,  /If,  /If,)  =/,  —/,-+-  2  A„ — 2  A|i, 

(  22)  <  u'. /Il /Wj  . //fa /If, .  cos(/if/ii„ /i#3 /w,  )=/,—/,  H- 2 A,,  —  a Aaj, 

(  p». ////113 . /w, /w, .  CCS  (/If /«„ /If ,  m,)  =/,— /  +  2  A„— 2  A„ . 

Si  Ton  a  égard  au  groupe  (V)  du  §  II,  nous  donnerons  à 
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ces  relations  la  forme  plus  remarquable 

ifi/iii.ini/iisCOs(inyit|,  nftm^)  :=  —  i  — y 

r    \    1       ^3 

{i3)    J  'nm3.m,/7i,cos(/if/if3y  »i,iw,)  =  —  (-L IL  J , 

J  /*       \^3  ''l  / 

miHs .  «1  wij  cos(otiii,  ,  0?,  /ff,)=s^  (-- \. 

42.   Calcul  des  dièdres. 

Le  dièdre  mufi  est  le  supplément  de  l'angle  X,  Jl,„ 
Le  dièdre- mm,  est  le  supplément  de  Tangle  Jl.,  JU„ 


Or 

cos(Jl,/Xi)  =  cos(«^,-.r)cos(X4x)  4-cos(A,.r)cos(X4j') 

H-  CCS  (XiZ)  cos  ( A»i «)• 

Ayant  égard  aux  formules  (  1 6 )  et  (  1 7  ) ,  puis  au  groupe  (VI) 
du  §  II,  on  arrive  facilement  aux  valeurs  ci-dessous  : 


(^) 


4o'a0'soos  (mmi)  =-- 

Ir 

4  ffs^i  COS  (mm})= — 
4  o-i  o-s  cos  (  mm,  ) =— 


? 
? 

4ffff,  cos(<n,<n,)=-- 
4  ffff»  cos(in,m,)  =  -^ 
4  o'tfi  oot  (m,  nit) = — 


-r',+fi-hrl-p]  +  p 


r  —  r 


r'-hr 


—r\  -h  r 


r.  —  / 


r-.  +  r 


^î+p:-p 


-'^  +  PÎ+P 

-^'■:+p!-p 

-'"î+PÎ-Hp 


-t-p!-4p:). 


p! 


-4p:). 


-p:-4pî), 


+p!-4^;), 
+fî-4'!). 


-PÎ 


-4 
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Ces  relations  nous  donnent 

fftTi  CD» («»,  m,)  ^ff,ffs  ces  (mm,)  =:-j(pJ  —  rj), 

(^5)  {  ff<r,cos(/w,m,)  — (T,a,cos(mm,)  =  -;{pî  — /^), 

r 

y} 
(77, ces  (m,  m,)  —  <7,  Ca  cos  (mnty)  ss  —  (pj  —  r\), 

43.  Angle  des  faces  homologues. 

Uangle  des  faces  homologues  est  Tangle  des  droites  A.-, 
A<-.  On  a 

cos(A;  jc)  = —4,        cos(A/^)=-pi  éq.  (12),  §11; 

v//  v/ 

cos(A/J:)  = ;(jPi-l-^«-+-*3  — 4-^0       éq.  (17),  §V; 

si  l'on  se  rappelle  que 

■r*X,-  -4-  r*  Y;  H-  «*Z/  —  o, 
on  obtient  la  valeur  suivante  pour  cos  (Xi  A/) 

Lsi  ffi  cos(  Jiol-  A|  )  =i  — r  • 

r 

Or,  d'après  Téqualion  (20), 

d'un  autre  côlé,  eu  désignant  par  hi  la  hauteur  corres- 
pondante à  la  face  .V/  dans  le  tétraèdre  primitif,  on  a 

).  =  2/iiSi, 
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Od  arrive  donc  en6n  à  cette  propriété  curieuse 

o   A. 

(26)  cos{A>iAi)  =  j  -f-. 

4  *ti 

On  trouverait  de  la  inème  manière 

(26  bis)  cos(X/A*)  =  —  y  — > 

c'est-à-dire  : 

Théorème  VI.  —  Le  cosinus  de  l'angle  de  deux  faces 
appartenant^  l'une  au  tétraèdre  primitifs  Vautre  au  té- 
traèdre dérivé  y  est  égal  au  quotient  de  la  hauteur  cor^ 
respondant  à  la  premièrtiface  par  la  distance  du  centre 
de  gravité  au  sommet  opposé  à  la  face  homologue  de  la 

seconde,  ce  quotient  étant  multiplié  par  j  ou  —  j  sui- 
vant que  les  deux  faces  sont  ou  ne  sont  pas  homologues. 
Cette  propriété  a  lieu  quelle  que  soit  la  ligne  jx  choisie. 

44.  Plus  courte  distance  de  deux  arêtes  opposées. 

Considérons  les  deux  arêtes  opposées  mm^^  m^m^'^ 
menons  par  Tarète  m^  m^  un  plan  parallèle  à  Taréte  mm^. 
Soit 

I*  Q-hQ.jr-4-Qar-»-Qs«  =  o 

Téquation  de  ce  plan;  il  sera  parallèle  à  la  droite  mm^^  si 

f*  f*  P 

et  il  passera  par  les  points  m^ ,  m^ ,  si 

3*»  Q  +  Q,  X,  -H  Q,  Ya  4-  Q,  Z,  =  o , 

4»  Q  -h  Q.  X,  -h  Q,  Y,  4-  Q,  Z3  =  o. 

Eliminant  Q,  Qi,  Q, ,  Qs  entre  ces  quatre  équations. 
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on  aura  pour  Téqualion  du  plan  cherché 


I  — 


ou  mieux 


X 

X 

X 

X  — X. 

Y- 

Y.     Z-Z. 

f* 

/* 

p 

X, 

Y, 

z. 

f* 

f* 

f* 

x. 

Y3 

z. 

p 

f* 

I 

X 

X 

z 

c 

o 

X. 

Y, 

Z, 

\^ 

f* 

f* 

f* 

I 

X, 

Y, 

Z, 

=  0. 

m 

f* 

f* 

f* 

1 

X, 

Y, 

% 

■ 

f* 

f* 

f* 

=  o 


La  plus  courte  distance  des  deux  droites  mirii,  nif  m%^ 
distance  que  nous  désignerons  par  Di,  sera  la  distance  du 
point  /Tif,  par  exemple,  à  ce  plan;  nous  aurons  ainsi 


Dî= 


,    h   II   h 

C       »»      f» 

X'   1'    î: 
f»     f    (» 

,    2L'  L   5î 

(»    f»    (» 

,      X,     Y,     Zj 

f»       J*      F 

2 

«     Y.      Z, 

f*             f* 

Y,     Z, 

s 

-f 

m 

X,     Z, 

0          

X,    z, 

f*     f* 
X,    z, 

f*     p 

3 

H 

h 

X.     Y. 

0  —     — 

f*       f* 

X,     Y, 

1  —     — 

1*       f* 
X,     Y, 

f*       f* 

1 

t 
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Or  le  numérateur  peut  s'écrire 


o 

o 

o 

X, 

Y. 

z. 

H 

f^ 

f* 

X, 

Y, 

z. 

f 

f* 

p 

X, 

Y, 

Za 

— — 

— 

— 

f* 

f* 

P 

O 


Les  différents  termes  du  dénominateur  se  calculent  aussi 
facilement;  on  a,  par  exemple, 


Y.  Z.  I 

o     —  — 

Y,  Z, 

Y.  Z, 


—  L  l —^ÉIl 


p*   \<^Xj        rfXa 


)=^  (*'  +  '»); 


el  il  viendra  définilivemeat 


P"I>î  =  -5. 


V 


r\  -hrJ-f-a/-,r3COS(r,r3) 

Nous  obtenons  donc  le  groupe  suivant 


(^7) 


-f-rj-f-ar,  r3COs(r,ra)  =  --  -r^ 


+  r;4-2'-i'-iCos(r,  r,)  = -i  ^rj 


1  — 
II*  D 


3 


Di,  D|,  Ds  sont  les  plus  courtes  distances  des  arêtes  op- 
posées dans  le  tétraèdre  dérivé. 

Ces  relations  sont  faciles  à  énoncer  et  à  transformer. 

Ann.  de  Malhémat.,  a*  série,  l.  I*''.  (Novembre  1863.)  ^8 
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45.  On  constate  encore  facilement  la  pi-opriété  sui- 
vante : 

Théorème  VU.  —  Le  volume  du  tétraèdre  primàif 
est  égal  au  produit  de  deux  arêtes  prises,  Vune  dans  le 
tétraèdre  primitif,  Vautre  dans  le  tétraèdre  dérivé,  par 
le  cosinus  de  leur  angle,  ou  à  la  moitié  de  ce  produit, 
suiv^ant  que  les  arêtes  ne  sont  pas  ou  sont  homologues. 

Sont  exceptés  naturellement  les  couples  d'are  les  conju- 
guées tels  que  (OIVIi,m,ms),  (OM|,i7i8mi)^  (OM„ m, nis), 
car  ces  aréies  sont  évidemment  perpendiculaires  entre 

elles. 

46.  Si  Ton  désigne  par  H/  la  hauteur  correspondant  à 
la  face  a,  dans  le  tétraèdre  dérivé,  on  a,  eu  égard  aux  re- 
lations (5),  (30)9  (!i6), 

^      '  ao"/       fA*ffi       pR,-        pR,-        fi  3 

c'est-à-dire  : 

Théorème  VIII.  —  Les  hauteurs  du  tétraèdre  dérisfé 

sont  respectivement  égales  aux  -^dela  projection  sur  la 

face  correspondante  de  Vaire  de  la  face  homologue 
dans  le  tétraèdre  primitif 

4n*  On  peut  encore  se  proposer  de  construire  le  té- 
traèdre dérivé  du  tétraèdre  dérivé^  ce  nouveau  tétraèdre, 
que  j'appellerai  sous^dérivé,  s'obtiendra  par  l'application 
de  la  définition  (n^  34)  ;  et  nous  prendrons  encore  le 
point  O  pour  origine  des  perpendiculaires. 

Si^yiL,  (yit],  OU  If  ^ÏÏLa  sont  les  sommets  du  tétraèdre 
sous-dérivé,  nous  devons  prendre 

OOTL/rr — -; 
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(le  sorle  que  les  coordonnées   l] ,  r!i ,  ^  du  sommet  ÛÏLi 
seront 


\ 


Zi  =  —  cos  (  X,-  X  )  , 


(29)  {  n'.  =  — ^cos(X/r)» 

r 

2  ff /  .  . 

Ç,'  =  COS(X;«). 

En  faisant  usage  des  relations  (19)9  on  trouve  alors 

(3o)         {r,'=-^.,     «:.=_ii(.-:r,), 

r  r 

A  l'aide  de  ces  formules,  on  vérifie  facilement  rexacli-* 
lude  du  théorème  suivant  : 

Théorème  IX.  —  Les  arêtes  du  tétraèdre  sotts^dérii^é 
sont  respectiuerrœnt  parallèles  et  proportionnelles  aux 
arêtes  du  tétraèdre  primitifs  et  son  centre  de  gravité  est 
encore  au  point  O. 

La  considération  du  tétraèdre  sous-dérivé  n*apporte 
donc  pas  de  nouvelles  propriétés . 

48.  Remarque.  —  Le  volume  du  tétraèdre  dérivé 
muti  m,  m%  est  égal,  à  un  facteur  numérique  près,  au 
carré  du  volume  du  tétraèdre  primitif  0!VI|  M|  Mt;  il  at-- 
teindra  donc  en  même  temps  sa  valeur  maximum.  Or,  si 
Ton  se  reporte  aux  relations  (i  1)  et  (12),  on  voit  que  la 
question  résolue  d'abord  donne  en  mèmie  temps  la  solu- 
tion du  problème  suivant  : 

28. 
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Tromper  le  volume  maximum  d 'un  tétraèdre  dont  on 
donne  la  différence  des  carrés  des  arêtes  opposées^  ainsi 
que  la  somme  des  carrés  des  arêtes  appartenant  ou  à  un 
même  sommet  ou  à  une  mente  face. 

Ce  tétraèdre  maximum  jouit  de  propriétés  moins  saii- 
lautes  que  celles  du  tétraèdre  primitif.  Je  ne  citerai  qui; 
la  suivante  qui  résulte  immédiatement  des  relations  (a4)i 
§V,«(8),SIV: 


( 


C'a  ^s  cos  (  mm ,  )  -+-  (t<t,  cos  (  /w»  /Wj  ) 


(3i)  <   (r,T,ros(w/w,)-j-<r(TaCOs(/W3/w,  )   >   ~"~""7l  V^"* — -  ]' 
\  ff,ff,cos(/w/w,)4-ffT3Cos(/if|/Wj)  ; 

Ne  voulant  pas  donner  à  ce  Mémoire  une  trop  grande 
étendue,  je  ne  prolongerai  pas  plus  loin  ces  recherches. 


HfiNOIRE  DE  GÉOMÉTRIE  PURE  SUR  LES  CUBIQUES  GAUCIBS 

(roir  p.  86C)  ; 

PAft  M.  L.  GREMONA, 

Professeur  à  l'Université  de  Bologne. 


18.  Je  passf  à  considérer  Tellipse  gauche.  Cette  conrhe 
admet  deux  plans  osculateurs  parallèles  a,  &,  qui  con- 
tiennent deux  paraboles  A,  B,  inscrites  dans  la  dévelop- 
pable  osculatrice  (13  et  14).  Soient  a,  j3  les  points  de  cou- 
tact  de  ces  plans  avec  la  courbe  gauche  ;  a.x^  (3y  les  droites 
tangentes,  en  ces  points,  à  la  même  courbe,  et  par  con- 
séquent aux  paraboles  A,B  respectivement.  11  résulte  de- 
la  théorie  générale  que  ax  est  parallèle  aux  diamètres  de 
B,  et  que  ^y  est  parallèle  aux  diamètres  de  A.  Deux  tan- 
gentes parallèles  mp^  nq  (/;,  q  points  de  contact)  de  ces 
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paraboles  délerniiDent  un  plan  osculateur,  ei  pq  est  la 
droite  tangente  correspondante  de  la  cubique  gauche. 
TàchoQS  de  découvrir  l'espèce  de  conique  inscrite  située 
dans  ce  plan. 

Soient  rtil^  m"  deux  points  de  la  parabole  Â  tels,  que 
m' ml'  soit  parallèle  à  mp\  nous  considérons  mV/ comme 
trace,  sur  le  plan  a,  d'un  plan  parallèle  au  plan  (mp^  nq)\ 
la  trace  du  même  plan  sur  b  sera  parallèle  à  nq  et  coupera 
le  diamètre  j3x  de  B  en  un  point  i^  qu'on  construit  aisé- 
ment. Car,  si  m'm!*  rencontre  o^x  en  ii,  il  snflOra  de 
prendre  ni>  =  mu  sur  px  (*). 

Soient  n! n"  les  points  de  la  parabole  B,  où  elle  est  tou- 
chée par  des  droites  parallèles  aux  tangentes  de  A  en 
m',  m,".  La  corde  de  contact  n'n"  passera  par  un  point  fixe 
àenq^  Pour  construire  ce  point,  je  suppose  que  ml  m!'  aille 
à  Tinfini;  alors  n'/z" deviendra  tangente  à  B  en  /s;  doue 
le  point  cherché  i  est  Tintersection  de  nq  par  ^y. 

Ainsi  on  obtient,  dans  le  plan  &,  deux  faisceaux  ho- 
mographiques  :  Tun  de  droites  parallèles  à  nq^  Tautre  de 
droites  issues  du  point  i.  Ces  faisceaux  ayant  le  rayon  nq 
commun,  homologue  à  soi-même,  engendrent  une  droite 
R,  quHl  s'agit  de  déterminer. 

Si  le  rayon  du  second  faisceau  prend  la  position  |3/,  la 
droite  ml  m!'  (et  par  conséquent  le  rayon  homologue  de 
Tautre  faispeau)  s'éloigne  à  l'infini  \  donc  R  est  parallèle 

Si  ml  m"  passe  par  a,  la  tangente  de  A  en  un  des  points 
m\  ml'^  devient  olx\  la  tangente  de  B,  parallèle  à  ax^  est 


(*)  Il  y  a,  sur  la  figure  qui  accompagne  le  Mémoire  de  M.  Cremona, 
deux  lignes  cotées  ra^.  L'une,  dèiignée  dans  le  texte  par  «x,  est  tangente 
â  la  courbe  A;  l'autre,  désignée  par  /3x,  est  parallèle  à  olx  et  par  consé- 
quent est  un  diamètre  de  la  parabole  B.  il  y  a  de  même  deux  droites  jr^ 
y  qu'on  ne  peut  confondre,  puisque  Tune  est  désignée  par  aj",  l'attre 
par  ^7.  F. 
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à  rinfinî;  donc  vin"  devient  parallèle  a  |3x.  Le  rayon 
correspondant  du  premier  faisceau  passera  par  un  point  c 
de  /3 ar,  qu'on  détermine  en  prenant  ne  =  ma. 

Or  les  deux  faisceaux  dont  il  s'agit  marquent  sur  j3x 
deux  divisions  homographiques,  dont  n  est  un  point 
double,  car  nq  est  un  rajon  commun.  De  plus,  il  suit  de 
ce  qui  précède  que  c  est  le  point  de  la  première  division 
qui  correspond  à  Tinfini  de  la  seconde  ;  de  même,  |3  est  le 
point  de  la  seconde  division  qui  correspond  à  Tinâni  de 
la  première.  Donc  le  deuxième  point  double  sera  o,  en 
supposant  (3o  =  /le  =  ma. 

Ainsi  la  droite  cherchée  passe  par  o  et  est  parallèle 

Il  est  évident  que  les  tangentes  de  la  cubique  gauche, 
parallèles  au  plan  osculateur  (mp,  nq\  passent  par  les 
points  où  R  coupe  la  parabole  6.  Ces  points  sont  réels  si 
o  est  sur  j3x,  an  dedans  de  la  parabole,  imaginaires  si  o 
tombe  au  dehors  sur  le  prolongement  de  jr/3.  Le  point  o 
est  au  dedans  (au  dehors)  de  la  conique  B,  si  m  est  sur 
ùLsi  (sur  eux)  \  donc  les  points  communs  aux  lignes  R,  B 
sont  réels  ou  imaginaires,  selon  que  mp  touche  la  branche 
ahl  ou  la  branche  a  A  de  la  parabole  Â,  ou  bien  encore, 
selon  que  nq  touche  la  branche  ^V  ou  la  branche  ^  A  de  la 
parabole  B  \*). 

DoDC  chacune  des  deux  paraboles  A  et  B  est  divisée 
par  le  point  de  la  cubique  gauche  (a  ou  /3)  en  deux 
branches*,  selon  qu'un  osculateur  touche  Tune  ou  Tauire 
branche,  la  conique  inscrite  située  dans  ce  plan  est  une 
hyperbole  ou  une  ellipse. 

(*}  La  droite  ^x  est  dans  riutérieur  de  la  parabole  B.  La  droite  ««  tA 
paraUèle  à  /3:r,  comme  on  l^a  déjà  remarqué,  et  de  même  sens.  Le  point  c 
divise  la  parabole  A  en  deux  parties  indéfinies  que  l'auteiir  appdic 
branches  :  Tune,  a  A»  est  située  du  même  coté  que  ax,  Tautre  du  mènie 
oMé  que  ax'.  Méoie  explicalioii  pour  /3A  et  ^k'.  P. 
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i9.  Soit  r  le  point  où  la  droite  dE|3,  qui  est  la  focale 
centrale  (13)  de  la  cubique  gauche  donnée,  rencontre 
mn  et  par  conséquent  le  plan  osculaleur  {mp^  nq).  La 
droite  qui  joint  r  au  point  5,  commun  aux  droites  îp^  mq^ 
est  évidemment  parallèle  à  mp;  or  cette  même  droite  rs 
contient  le  point  t  de  contact  du  plan  osculateur  (mp,  nq) 
avec  Tellipse  gauche.  En  efTet,  la  conique  inscrite  qui  est 
dans  ce  plan  es(  déterminée  parles  tangentes  mp^  nq^  pq^ 
et  par  les  points  m,  i.  Donc,  si  nous  considérons  les  trois 
tangentes  comme  côtés  d'un  triangle  ciixîonscrit  (dont  un 
sommet  est  à  rinâni),  pour  trouver  le  point  t  de  contact 
sur  pqj  il  suffit  de  mener  la  parallèle  à  mp  par  le  point 
commun  aux  droites  mq,  ip. 

Observons  encore  que,  m  et  /  étant  les  points  de  contact 
de  deux  tangentes  parallèles,  le  centre  g  de  la  conique 
ins'crite  sera  le  point  milieu  de  mî. 

Il  suit,  de  ce  qui  précède,  que  r|3  exprime  la  distance 
(mesurée  parallèlement  à  la  focale  centrale  a|3)  du  point  t 
au  plan  b.  Et  on  a 

r^:apz=  p/i;(p;H-/wa). 

Le  rapport  Pn  t  (/3/i  +  ma)  (et  par  conséquent  son  égal 
r(3  :  a|3)  est  positif  et  plus  petit  que  lunité,  seulement 
quand  o  est  extérieur  à  la  conique  B;  si  o  est  un  point  in- 
térieur, ce  rapport  est  négatif  ou  plus  grand  que  Tunité. 
Donc  tous  les  plans  osculateurs,  dont  les  points  de  con- 
tact avec  la  cubique  gauche  sont  compris  entre  les  deux 
plans  osculateurs  parallèles,  contiennent  des  ellipses 
inscrites;  les  autres  plans  osculateurs  contiennent  des 
hyperboles,  c'est-à-dire  : 

L'ellipse  gauche  a  deux  plans  osculateurs,  parallèles 
entre  eux,  qui  coupent  la  dév^eloppable  osculatrice  sui^ 
vant  deux  paraboles '^  tous  les  autres  plans  osculateurs 
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coupent  cette  surface  swi^antàes  ellipses  ou  des  kyper^ 
holes.  Les  points  de  la  cubique^  auxquels  corfespondent 
des  ellipses^  sont  situés  entre  les  deux  plans  osculateurs 
parallèles  y  les  points  auxquels  con^espondent  des  Iryper- 
boles  sont  au  dehors  [*). 

20.  La  conique  centrale  (13)  située  dans  un  plan  pa- 
rallèle et  équidistant  aux  plans  a,  &,  est  une  hyperbole; 
son  centre  est  y,  point  milieu  de  a|3  ;  ses  asymptotes  sont 
parallèles  kax  e\  (3y.  Donc  le  plan  ma|3  sépare  complé- 
tement  l'une  de  Tautre  les  deux  branches  de  Thyperbole 
centrale.  Or  le  centre  g  de  la  conique  inscrite,  située 
dans  le  plan  osculateur  (mp,  nq)^  c*est-à-dire  le  point 
milieu  de  ttu,  est,  par  rapport  au  point  moi^^  du  même 
côté  que  i-,  et  d'ailleurs  i  est  au  deçà  ou  au  delà  de  ce 
plan,  selon  que  o  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  conique 
B  \  donc  la  conique  inscrite  est  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, selon  que  son  centre  tombe  dans  Tune  ou  dans 
rentre  branche  de  i*hyperboIe  centrale.  Donc  : 

Les  centres  de  toutes  les  coniques  (ellipses  et  hyper^ 
boles)  inscrites  dans  la  déyeloppable  osculatrice  de 
l'ellipse  gauche  sont  sur  une  hjperbole  dont  le  plan 
est  parallèle  et  équidistant  aux  deux  plans  osculatews 
parallèles f  et  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  dia- 
mètres des  paraboles  inscrites  situées  dans  ces  derniers 
plans.  Une  branche  de  Vhjperbole  centrale  contient  les 
centres  des  ellipses  inscrites  ^  t autre  brandie  contient 
les  centres  des  hyperboles  (**). 

21 .  Au  moyen  du  faisceau  des  plans  conjoints  paral- 
lèles au  plan  central  (faisceau  central),  les  points  de  la 

(")  Annali  di  Malematica^  t.  Il,  lugUo-agosto  1869, 
{**)  Annali  di  BItUematica,  t.  Il,  higtio-agosto  iSSp. 
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cubique  gauche  sont  conjugués  deux  à  deux  en  involu- 
tion  (n^  8)  -,  les  points  doubles  sont  les  points  a,  j3  de 
contact  des  plans  osculateurs  parallèles.  Deux  points  con- 
jugués sont  situés  dans  deux  plans  conjoints  du  faisceau 
centra]  ^  la  droite  qui  joint  ces  plans  est  génératrice  de 
Thyperboloïde  I  enveloppé  par  les  cônes  conjoints,  dont 
les  sommets  sont  sur  la  focale  centrale*  Deux  plans  oscu- 
lateurs conjugués  passent  par  deux  points  conjoints  de 
cette  focale;  et  leur  intersection  est  une  génératrice  de 
rbyperboloïde  J,  lieu  de  toutes  les  coniques  conjointes 
du  faisceau  central. 

On  sait  qu'une  tangente  quelconque  de  la  cubique 
gauche  est  rencontrée  par  les  plans  osculateurs  en  une 
série  de  points  projective  au  système  de  ces  plans;  donc 
les  couples  des  plans  osculateurs  conjugués,  nommés  ci- 
dessus,  détermineront  sur  ax  et  j3^  deux  involutions. 
Dans  chacune  de  ces  involutions,  un  point  double  est  à 
Tinfini  ;  l'autre  (loint  double  est  a  pour  la  première  invo- 
lution,  (3  pour  la  seconde.  Donc  chacune  de  ces  involu- 
tions n^est  qu'une  simple  symétrie  ;  c'est-à-dire,  si  deux 
plans  osculateurs  conjoints  rencontrent  ax  en  niy  m'  et 
^jr  en  /,  i\  on  aura 

D'ailleurs  nous  avons  vu  (u^  49)  que  les  centres  g^  g' 
des  coniques  inscrites,  situées  dans  ces  plans  oscula- 
teurs, sont  les  milieux  des  droites  mi^  m' i ,  Donc  par 
une  propriété  très-connue  du  quadrilatère  gauche,  les 
points  g^  g'  sont  en  ligne  droite  avec  y,  milieu  de  a  j3  et 
centre  de  la  conique  centrale.  Donc  : 

Veux  points  de  la  conique  centrale^  en  ligne  droite 
auec  son  centre ,  sont  les  centres  de  deux  coniques  in- 
èc/i/es,  situées  dan^'  deux  plans  osculateurs  conjugues  y 
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qui  9-encontrent  de  fiom^eau  la  conique  centrale  en  un 
même  point, 

22.  Si  la  cubique  gauche  a  une  seule  asymptote  réelle, 
la  conique  centrale  est  une  hyperbole  dont  les  branches 
sont  séparées  par  le  plan  ma/3.  Ce  plan  divise  en  deux 
parties  la  parabole  B,  mais  il  laisse  la  parabole  A  tout 
entière  d'un  même  côté.  Or  la  conique  inscrite  située  daus 
le  plan  (mp^  nq)  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  selon 
que  i  est  sur  ^j  ou  sur  j3j^;  de  plus,  le  centre  g  de  cette 
conique  inscrite  est  le  milieu  de  mi\  donc  la  branche  de 
l'hyperbole  centrale  qui  contient  les  ellipses  inscrites  est 
du  même  côté  que  la  courbe  A  par  rapport  au  plan  ma.^\ 
l'autre  branche  est  du  côté  opposé. 

Les  traces  de  deux  plans  osculateurs  conjugués  sur  le 
plan  de  la  conique  B  se  rencontrent  sur  Çix'\  les  traces 
des  mêmes  plans  sur  le  plan  de  la  parabole  A  se  rencon- 
trent sur  aj\  Donc  Tintcrsection  des  deux  plans  osca- 
lateurs  conjugués  rencontrera  la  conique  centrale  en  nu 
point  de  la  branche  qui  contient  les  centres  des  hyper- 
boles inscrites.  C'est-à-dire  : 

Dans  V ellipse  gauche,  cluzque  plan  osculatenr  refi'- 
contre  en  deux  points  l'hyperbole  centrale }  ces  deux 
points  appartiennent  à  une  même  branche  ou  aux  deux 
branches  de  cette  courbe,  suivant  que  la  conique  in- 
scrite, située  dans  le  plan  nommé,  est  kfperbole  ou  e/- 
lipse. 

Par  conséquent,  chaque  point  de  la  branche  qui con* 
tient  les  centres  des  hyperboles  inscrites  est  Vintersec' 
tion  de  trois  plans  osculateurs  réels  de  la  courbe  gauche; 
au  contraire,  par  chaque  point  de  Vautre  branche  passe 
un  seul  plan  osculateur  réeL 

En  outre,  si  nous  considérons  Thyperboloïde  J,  Heu 


(443  ) 

des  coniques  conjointes  du  faisceau  central,  par  chaque 
point  de  la  branche  de  Thyperbole  centrale  qui  contient 
les  centres  des  hyperboles  inscrites,  passe  une  généra- 
trice qui  est  rintersectîon  de  deux  plans  oculateurs  (con- 
jugues) réels,  dont  Tan  contient  une  ellipse  inscrite  et 
Tantre  une  hyperbole.  Et  par  chaque  point  de  la  seconde 
branche  passe  une  génératrice  qui  est  Tintersection  idéale 
de  deux  plans  osculateurs  imaginaires. 

On  voit  aisément  que  dans  l'hyperbole  gauche  tout 
point  de  l'ellipse  centrale  est  IHntersection  de  trois  plans 
osculateurs  réels,  et  dans  l'hyperbole  parabolique  gauche 
tout  point  de  la  parabole  centrale  est  Tinterseclion  de 
deux  plans  osculateurs  réels,  sans  compter  le  plan  de 
cette  conique  qui  est  lui-même  osculateur  à  la  courbe 
gauche. 

23.  Soient  maintenant  A  une  ellipse  et  B  une  hyper- 
bole, inscrites,  situées  dans  les  plans  osculateurs  a,  b 
d'une  ellipse  gauche.  Soient  oe',  pi  les  points  de  contact 
des  coniques  A,  B  avec  la  droite  intersection  de  leurs 
plans*,  menons  par  (3'  la  tangente  ^'a,  à  Fellipse  A,  et  par 
of  la  tangente  a'j3  à  l'hyperbole  B.  Si  a,  ^  sont  les  points 
de  contact,  ils  sont  aussi  les  points  où  la  cubique  gauche 
est  osculée  par  les  plans  donnés.  Soient  dt'^,  (i^'  les  points 
où  la  droite  (ah)  est  coupée  par  la  tangente  de  B  parallèle 
à  a^|3,  et  par  la  tangente  de  A  parallèle  à  ^'a. 

Je  me  propose  de  construire  les  traees,  sur  a  et  i,  des 
plans  osculateurs  parallèles.  Si  autour  du  centre  c  de 
l'ellipse  A  on  fait  tourner  un  diamètre,  les  tangentes  à 
ses  extrémités  déterminent  sur  [ah)  des  couples  de  points 
171,  ml  conjugués  en  involution.  Si  ou  fait  tourner  une 
droite  aussi  autour  du  centre  o  de  l'hyperbole  B,  on 
obtiendra  sur  (ah)  une  autre  involution. 

La  première  involution  n'a  pas  de  points  doubles  réels; 
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ol  esl  le  point  central  ;  (3^,  |3''  sont  deux  points  conjugués, 
et  par  conséquent  Ton  a 

La  deuxième  involution  a  les  points  doubles  réels,  dé- 
terminés par  les  asymptotes  de  B;  |3'  est  le  point  central; 
al^  aP  sont  deux  points  conjugués;  et  si  m,  ni^  est  un  cou- 
pie  quelconque  de  points  conjugués,  on  aura 

A  chaque  point  m  de  [ali]  correspond  un  point  ni  dans  la 
première  involution  et  un  autre  point  ni*  dans  la  seconde; 
mais  si  on  choisit  ni  de  manière  que  m''' coïncide  avec  ni  y 
par  m^  m' passeront  deux  tangentes  parallèles  de  Tellipse 
A  et  deux  tangentes  parallèles  de  l'hyperbole  B,  ce  qui 
donnera  les  traces  des  plans  osculateurs  parallèles. 

Or  on  sait  que  deux  involutions  sur  une  même  droite, 
dont  Tune  au  moins  a  les  points  doubles  imaginaires, 
ont  toujours  un  couple  commun  de  points  conjugués 
réels.  En  effet,  si  ni*  coïncide  avec  ni^  les  équations  ci- 
dessus  donnent,  par  l'élimination  de  ni^ 


a' m   —  a'/w  [<x' o." ^  ai  p")  -h  a'p'.a'p"=:  o, 

équation  quadratique  dont  les  racines  sont  réelles,  car  le 
produit  oi^*^  al^'*  est  évidemment  négatif*  On  en  conclut 
encore  que  le  milieu  des  points  cherchés  est  le  milieu  i  de 
a'^/3''.  Il  est  maintenant  bien  facile  de  construire  les  points 
inconnus.  Par  un  point  g  pris  arbitrairement  [au  dehors 
de  {ai>)\  on  fera  passer  une  circonférence  de  cercle  qui 
ait  pour  corde  (3' /3'^;  cette  circonférence  et  la  droite  g  a' 
se  couperont  en  un  point  A.  Par  g^  h  on  décrira  une 
circonférence  dont  le  centre  soit  sur  la  perpendiculaire 
élevée  de  i  sur  {ah)\  cette  deuxième  circonférence  mar« 
qucra  sur  {ah)  les  points  iberehés. 
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Indépendamment  do.  ces  points,  on  peut  constmire  les 
traces  du  plan  central,  ce  qui  donne  aussi  la  direction 
des  plans  osculateurs  parallèles.  Le  plan  central  passe 
évidemment  par  les  centres  c,  o  des  coniques  données  ; 
donc  ses  traces  seront  /c,  io. 

Si  une  développable  de  la  troisième  classe  est  donnée 
par  deux  hyperboles  inscrites,  la  construction  indiquée 
ci-dessus  établira  si  Tarêie  de  rebroussement  est  une  el- 
lipse gauche,  ou  une  hyperbole  gauche,  ou  une  hyperbole 
parabolique  gauche.  Les  points  conjugués  communs  aux 
deux  involutions  sont  réels  dans  le  premier  cas,  imagi- 
naires dans  le  second,  réels  coïncidents  dans  le  troisième. 

24.  Enfin  je  me  propose  de  déterminer  F  espèce  des 
coniques,  perspectives  de  la  cubique  gauche  sur  le 
plan  ceutral.  Soit  S  un  cône  du  second  degré,  perspectif 
à  la  courbe  gauche,  a'  son  sommet,  CK  le  plan  mené  par 
a'  parallèlement  au  plan  central  (c'est-à-dire  par  la  di* 
rectrice  du  plan  à  Tinfini)*,  O  le  plan  conjoint  au  plan 
(y.  En  conservant  toutes  les  autres  dénominations  des 
n°*  6  et  7,  Tintersection  du  cône  S  par  le  point  O  est  une 
conique  passant  par  les  points  (3^,  y'  de  la  directrice  (à 
Tinfini)^  or  ces  points  (3',  y  sont  imaginaires  ou  réels 
selon  que  le  plan  O  coupe  la  courbe  gauche  en  un  seul 
point  réel  a  ou  en  trois  points  réels  a,  6,  c;  d'ailleurs 
Pintersection  du  cône  S  par  le  point  O  est  de  la  même 
espèce  que  Tintersection  par  le  point  central,  car  ces 
plans  sont  parallèles.  Donc  : 

Toutes  les  coniques  perspectÀx^es  de  la  cubique  gauche 
sur  le  plan  central  sont  de  la  même  espèce;  c^ est-à-dire 
elles  sont  des  hyperboles  y  des  ellipses  ou  des  paraboles 
selon  que  la  cubique  est  une  hyperbole  gauche,  ou  une 
ellipse  gauche,  ou  une  hyperbole  parabolique  gauclie  (*) . 

(")  Annali  di  BÊatumatiea,  t.  Il,  luj^lio-agosto  iSSg. 
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Observons  que,  pour  Thyperbole  parabolique  gauche, 
parmi  les  cônes  perspeciîfs  du  second  ordre,  il  y  a  deux 
cylindres;  Fun  d'eux  est  hyperbolique  et  correspond  au 
point  où  la  courbe  est  touchée  par  le  plan  à  Finfini; 
r autre  est  parabolique  et  correspond  au  point  où  le  plan 
à  Tinfini  est  simplement  sécant.  Le  plan  central  est 
asymptotique  au  premier  cylindre. 

Bologne,  le  ai  avril  1861. 

Additions  (27  octobre  186a). 

M.  de  Jonquières,  dans  une  Lettre  très-obligeante  que 
je  viens  de  recevoir  de  Vera-Cruz,  me  fait  observer  que 
M.  Chasies  a  prouvé  le  premier  [Aperçu  historique^ 
p.  834)  qu6  deux  figures  homographiques  situées  dans 
un  même  plan  ont  trois  points  doubles ,  ce  qui  revient  â 
dire  que  le  lieu  du  point  commun  à  deux  rayons  homo* 
logues,  dans  deux  faisceaux  homographiques  de  rayons 
dans  Tespace,  est  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre. 
J'avais  attribué  par  méprise  ce  théorème  a  M.  Sey- 
dewitz. 

Au  n^  2,  e  est  le  point  commun  aux  droites  ic,  ad^  et 
y*  est  rintersection  de  ac,  bd. 

Aux  n®*  7  et  H,  chacun  des  points  x^y  forme,  avec 
les  trois  points  a,  |3,  7,  un  système  équianharmo- 
nique  (*)  ;  donc  x^y  sont  imaginaires  (conjugués),  si  a, 
|3,  y  sont  tous  réels;  mais  lorsque  a  seul  est  réel,  et  |S,  7 
imaginaires  (conjugués),  ar,  j^  sont  réds.  De  là  on  con- 
clut immédiatement  le  théorème  du  n^  13,  sans  avoir  re- 
cours à  la  théorie  des  courbes  planes  de  quatrième  ordre 
et  de  troisième  classe. 


{*)  Voir  mon  fntroduMtone  ad  una  teoria  geometriea  délie  eurve  piêne, 
nO  36.  Rologna,  i8')a. 
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QIIESTIM  «27. 

Solution  db  MM.  Abraham  SGHNÉE  bt  PâLMA  GOURDON, 

ElèTes  du  lycée  Charlemagne. 


Les  droites  inscrites  dans  un  angle  droit  XOT,  et  qui 
ont  leurs  milieux  sur  une  même  droite  AB  rencontrant 
les  côtés  OX,  OY  de  cet  angle  en  des  points  dijfférents 
A,  B,  sont  toutes  tangentes  à  la  même  parabole. 

Soient  -  +  t  =  >  Téquation  de  la  droite  fixe  AB,  et 

celte  de  la  droite  mobile  :  le  milieu  de  la  droite  (i)  étant 
8ar  AB,  on  aura 

^  a       0 

L'élimination  de  cl  entre  les  équations  (i)  et  (  a  )  donne 

(3)  a^  —  {^ah-^hx  —  a/)6-f- 2fl^X  =  "> 

Pour  avoir  Tenveloppe  des  droites  représentées  par  1  e- 
quatîon  (3)|  j'élimine  le  paramètre  arbitraire  6  entre 
Téquation  (3)  et  sa  dérivée 

aa6 — [iiah  --{-  bx  —  <»/)=  o, 
j'obtiens  ainsi 

(4)  (*ar— fl/-h2aft)»  — 8/i«^r  =  o  (*), 

équation  qui  représente  une  parabole. 


(*)  L'élimination  d'un  paramètre  6  entre  uneéquation/(x,  r,  S)  =  o 
et  ta  dériTée  par  rapport  k  S  donne  la  condition  qui  doit  être  remplie  par 


! 
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Il  est  facile  de  oonstaler  que  cette  parabole  est  tangent 
aux  axes  OX,  OY  en  des  points  A\  B'  dont  les  distances 
a  Torigine  sont  respectivement  égales  à  2OA,  aOB.  La 
droite  OM',  menée  du  point  O  au  milieu  M'  de  la  corde 
des  contacts  A^  B^  est  parallèle  à  Taxe.  La  perpendicu- 
laire élevée  à  OM'  au  point  O  est  la  directrice,  et  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  A'  B^  est  le 
foyer. 

Note.  —  Ces  remarques  se  trouvent  dans  la  solution 
de  M.  Schnée.  M.  A.  Mogni,  de  Tortone*,  MM.  Hans 
et  Vendenbroucque,  élèves  du  lycée  Saint-Louis,  nous 
ont  récemment  adressé  des  solutions  de  la  question  627, 
peu  différentes  de  celle  de  MM.  Schnée  et  Gourdon. 


QIESTION. 


632.  On  prend  le  sommet  d'un  des  trois  angles  dont 
les  côtés  réunissent,  deux  à  deux,  quatre  points  donnés 
d^une  conique,  et  Ton  cherche  par  rapport  aux  .côtés  de 
cet  angle  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  qui  joint 
ce  sommet  au  centre  de  la  conique  :  démontrer  que  cette 
conjuguée  et  les  deux  droites  analogues  sont  parallèles. 

(HOUSEL.)   . 


Xfjr  pour  que  réquationy(ji-,j',6)  =  o  aitdenx  racines  égales,  enyoenaidé* 
raotScomme  Tinconnue  de  l'équation.  Quand  réquationy(x,  j^,  6)  =  o 
est  du  second  degré,  de  la  forme  A6*+B$  +  C  =  o,  on  a  immédiate- 
ment pour  Véquation  de  Tenveloppe  B*  —  /|AC  =  o.  Si  elle  est  du  troi- 
sième degré  de  la  forme  €'  -h  A'  6  +  ^  =  o,  Téquation  de  Tenveloppe  est 
4a»' -f-  279'  =  o.  G. 
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EXTRAIT  D1INR  LKHRI 

I>E  M.  EuGicNK  BELTRAMI,  de  Milan, 


Remarque  au  sujet  d*un  théorème  de  M.  Laurent. 

La  considération  des  spirales  dans  la  théorie  des  séries, 
qui  a  conduit  M.  Laurent  k  son  beau  et  remarquable 
théorème  (cahiers  de  mars  et  d'avril  ),  avait  été  employée 
dès  1837  P^'*  ^'  Schellbach,  dans  un  intéressant  article, 
inséré  an  tome  XVI  du  Journal  de  Crelle,  avec  ce  litre  : 
Ueber  eine  eigenthumliche  Entwicklung  der  sinus-und 
cosinusreAe  nach  Potenten  des  Bogens,  Ce  savant  géo- 

mètre  s^était  toutefois  borné  au  cas  de  9  =  — 

a 

Comme  cet  écrit  ne  m'est  tombé  sous  les  yeux  que 

d'une  manière  tout  à   fait  incidentelle,  j'ignore  si  son 

auteur  a  publié  depuis  d'autres  développements  sur  la 

même  matière. 

Note.  —  Nous  avons  reçu  de  M*  Beltrami  une  solution 
de  la  question  624,  que  nous  ferons  connaître  prochai  - 
nement. 


DR  LlQlIATION  DU  SYSTKHR  DR  QIIATU  NORMALRS 

■RNRRS  DON  POINT  A  DUR  RLUPSR^ 

Pa»  m.  crofton. 


TrouK^ev  l'équation  du  quatrième  degré  qui  l'epré- 
sente  les  quatre  normales   menées  du  point  (a,  |3)  à 

Amn,  de  MatkémMt ,  a*  série,  1. 1*'.  (Décembre  1862.)  29 


(  4^"  ) 

Posons 
Téquation  cherchée  sera 


( 


Pour  le  démontrer,  nous  remarquons  d'abord  que 
H  =  o  est  une  hyperbole  qui  passe  par  les  quatre  points 
où  l'ellipse  est  rencontrée  par  les  quatre  normales  me- 
nées de  {et,  (3)^  et  aussi  par  le  point  (âc,  /3);  et  que  L  =  o 
est  la  tangente  a  cette  hyperbole  au  point  (a,  |3).Or,  si  Ui 
et  Ut  sont  deuY  polynômes  indéterminés  respectivement 
dn  pren^ier  et  second  degré  en  x  et  j^,  Téquation 

(i)  H»  +  U.HL-t-UaL'  =  o 


est  Téquation  générale  d'une  courbe  du  quatrième  d^ré 
dont  deuTE  branches  se  touchent  au  poiut  (a,  ^),  la  tan- 
gente commune  étant  L=o.  Gomme  quatre  lignes  droites 
passant  par  (a,  fi)  en  sont  un  cas  particulier,  Téquation 
que  nous  cherchons  sera  de  la  forme  (i),  où  il  reste  a 
déterminer  Ui  et  Ui.  Or,  comme  la  courbe  (i)  doit  pas- 
ser par  les  intersections  de  H  =  o  avec  Tellipse 

il  faut  d'abord  que  Ut  =  AC,  k  étant  une  constante;  donc 
Téquation  (i)  devient 

Pour  que  Téquation  (2)  représente  quatre  droites,  il 
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faut  que  les  intersections  de  ia  ligne  (a)  avec  unedroiie 
quelconque  (autre  que  les  normales)  passant  par  (a,  |3) 
coïDcident  avec  le  point  (a,  P).  Or 

c*est-à-dire  que  H  +  L  =^  o  représente  deux  droites  pas- 
sant par  («y  /3).  Leurs  intersections  avec  la  ligne  (a) 
sont  données  par 

(i  —  U,-|-^C)L»  =  o. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  facteurs  dont  le 
premier,  L*  =  o,  représente  une  droite  qui  rencontre  les 
lignes  H  +  L  =  o  en  (âc,  j3)  seulement;  et  pour  qu'il  en 
soit  de  même  de  F  autre,  i— •Ui+^C=30,  il  faut  déter- 
miner k  et  Ui  de  manière  que  cette  équation  représente 
le  point  (a,  ^).  Pour  cela  nous  devrons  avoir 


=  '  [^-  -  !^] 


<]'où 


(3) 


Pour  trouver  une  autre  condition,  supposons  que  la 
ligne  (2)  soit  coupée  par  les  deux  droites  imaginaires 
kC  —  U|  +  1  =  o;  aux  intersections,  nous  aurons 

(H-hL)(H-+-ifr<î:L)  =  o 
ou  bien 

(HH-L)[H-h(U.  — i)L]=o. 

Or  il  faut  que  chacune  des  deux  équations  dont  celle-ci 
se  compose,  savoir 

29.. 
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représente  c]eux  droites  passant  par  (a,  ^).  Pour  qu'il  en 
soit  ainsi  de  la  seconde,  il  faut  que 

représente  deux  droites  {*)  ;  d'où 

«)        '(s*i;-)=- 

Substituant  dans  Téquation  (a)  les  valeurs  de  Ui  et  de 
ky  tirées  des  équations  (3)  et  (4)^  il  vient  pour  l'équa- 
tion des  normales 


($-i-)-=- 


On  peut  prouver  de  même  que,  si  U  =  o  est  une  co- 
nique quelconque,  T  =  o  la  tangente  au  point  (a,  P),  et 
i  une  constante  telle,  que  l'équation  U  -f-  iT  =  o  repré- 
sente deux  droites,  alors  l'équation  des  quatre  droita 
menées  de  («,  ^)  aux  intersections  de  la  conique  U=o 


(*)  Car,  si  U=o  représente  une  courbe  du  second  degré,  T=o  sm 
tangente  [au  point  {x',  jr*)]^  A=o  ane  droite  quelconque,  alors,  pour  qa« 

U-hAT  =  o  ' 

représente  deux  droites,  il  faut  que 

lJ-4-VT=o, 

où  A!  représente  la  Taleur  de  A  quand  on  y  substitue  x*^  f  aux  ooordoo-  ' 
nées  courantes,'  soit  aussi  Téquation  de  deux  droit«s  (soit  réellet,  «oU 
imaginaires). 
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avec  Tellipse  E  =  o,  sera 

Si  L  =  o  est  une  droite  quelconque,  (^S/')  ^^  point 
quelconque,  V  la  valeur  de  L  quand  ou  y  substitue  x'  et 
r'  à  xei  ijTy  Téquation 

représente  les  deux  droites  menées  de  {x'^jr')  aux  inter- 

sections  de  L  =;  o  avec  l'ellipse  -^  +  —  =  i . 

L'équation  connue  des  deux  tangentes  menées  de 
{x%  y)  à  l'ellipse,  savoir 

(?^-^i■-^(s-^■-)(^*^■)• 

• 
eu  est  un  cas  particulier. 

On  peut  prouver  directement  que  Téquation  des  quatre 
lignes  droites,  menées  d*un  point  donné  (a,  |3)  aux 
quatre  points  où  Tellipse  est  rencontrée  par  une  courbe 
quelconque  du  second  degré  H  =  o,  qui  passe  par  (a,  |3), 
sera 


'•(?+!■'-)'■'=•"• 


OÙ  L  ?=  O  est  la  tangente  à  H  =  o  au  point  (a,  ^) ,  et  $ 
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une  constante  telle,  que  Téquation  H  +  (^L  =  o  repré- 
sente deux  droites,  réelles  ou  imaginaires. 
Posons 

^=?-^F-''  p=^+¥-''  ^=7.-^;-.-'' 

rÀ{uatioa  ci-dessus  sera  alors 

la  ligne  qu'elle  représente  passe  évidemment  par  les 
quatre  intersections  de  C  =  o  avec  H  =  o.  De  plus,  elle 
se  compose  de  quatre  lignes  droites,  passant  par  (a,  |3); 
car  son  équation  peut  s'écrire  : 

^»L»(C  — 2P-hA)H-AH»-f-  2^PHL-t-2^»L»P— A^L«=o, 
ou  bien 

fî» L»  (6  —  aP  H- A) -h  (H  H- ^L)  { AH— A^L  H- 2^PL)  =  o 

ou 

(i)  (y»L»(C— 2P-frA)-|-(H-h<îL)[A(H-h^L)-|-2*L(P— A)]=o. 

Or  Téquation  • 

A(H-f.<îL)-h2^L(P  — A)  =o 
représente  deux  lignes  droites  passant  par  (a,  |3)^  car 
A(H-H>L)  =  o    et     25L(P  — A)  =  o 

sont  chacune  Téquation  de  deux  droites  passant  par 
(a,  /3).  De  plus 

(r a)*        (y BP 

^-_2P4-A  =  o,     c'est-à-dire     ^ r-^  4-        ^,       =o 

représente  deux  droites  imaginaires  passant  par  (a,  p)- 
Par  conséquent  chacun  des  d«ix  ternies  dont  l'équa- 
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lion  (i)   se  compose,  égalé  à  zéro,   représente  quatre 
droites  passant  par  (a,  ^)\  donc  l'équation  (i)  elle*mème 
représente  quatre  droites  passant  par  (a,  /3). 

Cette  équation  peut  représenter  les  quatre  rayons  me- 
nés d'un  point  donné  (a*  J3)  à  quatre  points  quelconques 
surTelIIpse;  car  ou  peut  toujours  faire  passer  une  co- 
nique par  (a,  |3)  et  ces  quatre  points,  et  on  peut  tou- 
jours déterminer  la  constante  d,  pour  que  H  +  JL  =  o 
représente  deux  droites. 


:f=s; 


•*iV>^Pi»i^nv4 


MLUTION  DB  U  «IRSTION  «30  6tNfilUUStt  -, 

Par  m.  h.  DELORME. 


Le  sjstème  des  deux  équations 

dans  lesquelles  a  +  i  et  c  sont  des  multiples  de  3^  et  b 
un  nombre  entier  non  divisible  par  3,  n^  ad  met  ni  solu* 
tion  entière,  ni  solution  composée  d^une  ^valeur  entière 
d  *un€  inconnue  et  d  ^une  valeur  fractionnaire  de  Vautre» 

Nous  allons  d'abord  poser  quelques  principes  d'arith- 
métique sur  les  nombres  non  divisibles  par  3. 

I.  Le  produit  ou  le  quotient  [*)  de  deux  nombres  de 
la  forme  3A  + 1  ou  de  la  forme  3 A  —  i  est  de  la  forme 
3Ar-|-i. 

II.  Le  produit  ou  le  quotient  de  deux   nombres  de 


C)  Je  8a|l{K)0O  la  division  possible.  Les  deux  principes  s'étendent  faci- 
lement au  cas  d'un  nombre  qiielcuoqne  de  fRcteurs. 
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formes  différentes  3^  -H  i ,  3A  —  i  est  de  la  forme  3  A —  i. 

Cela  posé,  revenons  a  notre  question,  que  nous  divise- 
rons en  trois  parties  : 

1^  Si  Ton  donne  k  x  une  valeur  entière,  aucune  va- 
leur entière  de^  ne  satisfait  aux  équations  proposées. 

En  eflet^  ou  x  est  divisible  par  3  ou  il  ne  Test  pas.  Si 
X  est  divisible  par  3,  x*'^*  — c  le  sera;  ^'^*  devra 
donc  l'être  ;  donc  j^  devra  être  divisible  par  3  :  or,  si  x  et 
y  sont  divisibles  par  3,  la  première  équation  ne  peut  être 
satisfaite.  Si  x  n'est  pas  divisible  par  3,  x*"*,  en  vertu  du 
principe  précédent  (II),  sera  de  la  forme  3Ar+  i  ;  donc 
x**  —  I  est  divisible  par  3 ,  donc  oy^*"  devra  l'être,  et  a 
ne  Tétant  pas,  y  le  sera  :  mais  Thypothèse  de  x  non  di- 
visible et  de^  divisible  par  3  est  contraire  à  la  seconde 
équation  x'''+*  =  fr^*^*  -f-c. 

Le  système  de  ces  deux  équations  n'admettra  donc  pas 
de  solution  entière. 

Q?  j  étant  un  nombre  entier,  aucune  valeur  fraction- 
naire de  X  ne  satisfait  aux  deux  équations.  En  effet,  a, j 
et  I  étant  des  nombres  entiers,  le  second  membre  de  la 
première  équation  est  entier,  le  premier  doit  donc  Tètre. 

3^  X  étant  un  nombre  entier,  y  ne  peut  être  une  frac- 
lion. 

En  effet,  écrivons  les  équations 


X*"  —  I  =  «/»«, 


les  premiers  membres  étant  entiers,  les  seconds  devront 

l'être,  ce  qui  n'aura  pas  lieu  si  y  est  de  la  forme  -^  sauf 

les  cas  où  £*"  est  un  diviseur  de  a  et  £*^'^'  un  diviseur  de  6. 

Examinons  ce  cas.  Remarquons  d'abord  qus  t  ne  peut 

être  divisible  par  3.  Remplaçons  dans  les  deux  équations 
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U 


Y  par  -t  on  aura 


• 

Il  faui  chercher  si  ce  système  dVqualioBS  peut  être  satis« 
fait  par  des  valeurs  entfères  de  j:  et  de  u.  Or  nous 
sommes  ramenés  au  cas  précédent,  car,  b  et  t'^'^^  n'étant 

pas  divisibles  par  3,  -^-^  ne  Test  pas  non  plus. 

a  est  de  la  forme  3A —  i,  t'"  de  la  forme  Zh  -\-  i. 

Donc,  d'après  le  principe  (II),  tj  est  de  la  forme  3* —  i . 

Nous  avons  vu  que  ce  système  d'équations  n*admettait 
pas  de  solution  entière^  donc  à  une  valeur  entière  de  x 
ne  peut  répondre  une  valeur  fractionnaire  de^. 

Note,  -*-  La  question  630,  non  généralisée,  a  été  réso- 
lue par  M.  Mogni  \  par  M.  Thomasset,  élève  du  lycée  d<* 
Lyon;  et  par  MM.  Hans  et  Vandenbroncque,  élèves  du 
lycée  Saint-Louis. 

M.  Mogni  nous  a  aussi  adressé  une  solution  de  la  ques- 
tion 616,  déjà  résolue  par  M.  Siacci  (numéro  de  sep- 
tembre, p.  3a8).  NouB  en  prenons  occasion  de  faire  ob- 
server que  cette  proposition  (616)  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier d'une  proposition  générale  dont  voici  Ténoncé. 

Soit  AB  une  droite  d'une  longueur'  délerminée  dont 
les  deux  extrémités  A,  B  sont  assujetties  à  rester  sur 
deux  lignes  données  M,N,  déformes  quelconques,  mais 
situées  dans  un  même  plan.  Si  par  les  points  A,  B,  on 
mène  des  nomuilcs  aux  lignes  M,  N,  et  que  du  point 
de  rencontre  C  de  ces  normales  on  abaisse  une  pcrpen^ 
diculaire  CD  sur  la  droite  AB,  le  pied  D  de  celte  per- 
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pendiculaire  sera  le  point  auquel  AB  touche  son  e/ii^e- 
loppe. 

Cette  proposition  générale  est  due,  je  le  crois  du  moins, 
à  de  THospital  ;  il  Ta  démontrée  dans  son  jinaljse  des 
infiniment  petits  (p.  189,  2*^  édition,  I7i5). 

On  en  trouve  aussi  une  démonstration  dans  les  Élé- 
ments de  Calcul  injinitésitnal  de  M.  Duhamel  (t.  P', 
p.  309^  édition  de  i856)  [^). 

Lorsque  les  lignes  M,  N  sont  des  droites  OX,  OY,  les 
notinales  AC,  BC  deviennent  des  perpendiculaires  à  OX, 
OY;  le  quadrilatère  OACB  est  inscriptibic  dans  le  cercle 
dont  OC  est  un  diamètre,  et  si  du  point  O  on  abaisse 
une  perpendiculaire  OF  sur  la  corde  AB,  ou  aura  évi- 
demment 

BF  =  AD,     AF  =  BD, 

ce  sont  les  égalités  énoncées  dans  la  proposition  (616). 

Quand  Tangle  XOY  est  droit,  Fenveloppe  de  AB  est 
Tépicycloïde  engendrée  par  un  point  d'une  ciix:onréreuce 
dont  le  rayon  est  ^al  au  quart  de  AB,  et  qui  roule  inté- 
rieurement suj'  la  circonférence  décrite  du  point  O 
comme  centre  avec  AB  pour  rayon.  C'est  démontré,  sans 
aucun  calcul,  dans  le  Cours  d^jdnaljse  de  Stuim  (t.  U, 
p.  73).  G. 


QUESTIêll  626; 

SOLOTION 

Dx  MM.  EaNssT  UANS  et  Vigtoa  VàMDENBRONGQUE:, 

Elèves  du  lycée  Suint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


Je  prends  pour  axes  des  eooitlouuées  les  diagonales  du 

(")  M.  Joseph  Sacchi  a  démonirc  la  mèrae  proposition  et  deux  antre» 
également  remarquables,  rclalives  âTenveloppc  d*une  droilc.  Les  démoos- 
Irations  de  M.  Sacchi  seront  insérées  dans  le  numéro  de  janvier.       O. 
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quadrilatère;  et  j'appelle  a >  a''^b,  b-  les  segments  de  cha- 
cune des  diagonales,  qui  sont  des  coordonnées  des  quatre 
sommets  du  quadrilatère. 

L'équation  d'une  conique  passant  par  les  points  mi- 
lieux des  côtés  du  quadrilatère  est 

('-z){'-?)-(-ï)('4)- 

Je  détermine  X  par  la  conditioa  que  la  courbe  doit 
passer  par  le  point  milieu  de  Tune  des  diagonales 

/  b-\-b'\  aa' 

^x  =  o,    y=-^Y    d«à    X  =  jp; 
l'équation  de  la  conique  devient 

m'  ~  hh' 

ou 

I    /  ,      «  +  «'    \         I    /  ,      h-\-V    \ 

«-?  (*  — —n^w  Y — ^n' 

Sons  cette  forme  Téquation  montre  que  la  courbe  passe 
par  Torigine  et  par  le  milieu  I  j=  o,  a:  = 1  de 

l'autre  diagonale. 

Le  point  de  rencontre  des  deux  côtés  opposés  dont  les 
équations  sont 

x      r  X       r 

au  a         o 

est  sur  la  courbe. 

Car  on  peut  mettre  Téquation  de  la  courbe  sous  la 
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forme 


ei  en  y  remplaçant  ->  —,  par  leurs  valeurs  i  —  jj  i  —  '-p^ 
on  arrive  à  une  identité. 

Discussion,  —  L* équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

/         a^a'Y        l         b-^-Vy       (a-^a'y       /b-hb'V 

y—r)    V — r)  A-r)    {-r) 


aa 


bb'  aa*  bb* 


V  Si  le  quadrilatère  est  convexe,  la  courbe  est  une  hy- 
perbole, car  a,  a'  sont  de  signes  contraires,  ainsi  que  b 

et  o\  Le  centre  est  Je  point  I  j:  =  — j —  ^  y  =  — j — I» 

milieu  de  la  droite  qui  unit  les  milieux  des  diagonales. 

Les  diagonales  sont  parallèles  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués.  Les  asymptotes  sont  parallèles  aax 

droites  4-n >  =  o» 

bb         aa 

Dans  le  cas  panicidier  où  a*  -H  û'*  =  A*  -h  t'*,  le  lieu 

se  réduit  à  deux  droites. 

Si  le  quadrilatère  est  inscriptible  à  un  cercle,  on  a 

■ 

aa'  =  bb', 

la  courbe  devient  une  hyperbole  équilatère,  et  les  asymp- 
totes sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  dia- 
gonales. 

Le  centre  de  la  circonférence  circonscrite  est  déterminé 
par  Tinlersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  les 
milieux  des  diagonales,  ayant  pour  équations 


(«)  xH-jcosO  = 


rt-f-fl' 
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et 

(6)  j^4-xcosO  = 

Remplaçant  dans  Téquation  de  la  cont1>e  qui  devient, 
lorsque  aa'  =  bb\ 

(         aH-«'\  /  b^b'\ 

n^ — r-)=M/ — r-j' 

X >  y par  leurs  valeurs  tirées  des  équa> 

lions  (et),  (6),  on  arrive  à  une  identité;  donc  ce  centre 
appartient  à  l'hyperbole  équilatère. 

a^  Si  le  quadrilatère  n'est  pas  convexe,  c'est-à-dire 
sMl  est  formé  de  deux  triangles  ayant  une  base  commune 
et  situés  d'un  même  côté  de  cette  base,  les  produits  aa\ 
bb'  ont  des  signes  contraires,  et  la  courbe  représentée 
par  Téquation 

/         û4-û'\*       /         b-^-b'Y       fa^a'Y       /b-^b'Y 


aa' 


bb'  aa'  bb' 


est  une  ellipse  réelle. 

Si  aa'=:  —  bb'^  les  diamètres  parallèles  aux  diagonales 
sont  égaux,  et  lorsque  les  diagonales  sont  rectangulaires, 
la  courbe  est  une  circonférence. 

Note.  —  M.  V.  R.  (à  Cahors)  nous  a  adressé  une  so- 
lution entièrement  semblable  k  la  précédente,  et  suivie  de 
la  même  discussion. 

Cette  question  a  aussi  été  résolue  par  M.  Abraham 
Schnée,  élève  du  lycée  Charlemagne. 
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WBSneN  629  (VARNSON)  ; 

SoLVTioir  DB  MM.  L.  ANDLAUER  et  G.  CB  AU  VEAU, 

Elèves  de  m athéma tiques  spéciales. 


Prenons  pour  axes  de  coord(Hinëes  trois  arêtes  con li- 
gues du  tétraèdre  et  soient  2a,  ai,  9C  les  longueurs  de 
ces  arêtes. 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  est 

Ax^-f- A>*H-  A"*'-+-  ^Bxz  H-  2B'wr-4-2B^xr-hixCj- 
Pour  que  les  axes  soient  tangents  à  cette  surface  aux  points 

X  =  O,  X  =  O,  X  :=:  /7, 

^  =  0,       r  =  b,      r  =  o, 

z  =  r,  Z  =  O9  z  =r  o, 

il  iaut,  en  posant  D  =  i,  que  Ton  ait 

A"—  '  A'—   '  A—    * 

A    =-»  A=T->  A=:— $ 

C'  o'  /7' 

r  0  fl 

L*équation  de  la  surface  devient  donc 

-;H-7TH--r-h2B7Z  -H  2B' 2X -h  2  B"  Jr» 

.    /i'       6'       r* 

2jr       2j       -a*         

a  b  c 

Il  faut  exprimer  maintenant  que  cette  surface  passe  par 
les  milieux  des  trois  autres  arêtes,  c'est-à-dire  que  son 
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équation  est  satisfaite  par 


j:  =  O,  ^  =  O,  Z  zrz  O, 

zz=c^  x==/ï,         y=by 

ce  qui  nous  donne 

2,bc  ^ac  lao 

11  nous  vient  donc  pour  Téquation  de  la  surface 

X*         r*         t^  YZ         ZX         XY         2.r         9.r         2S 

-:-f-T:+--f-2rH ^^ T hi=o. 

«'        ^'       c'        bc       ca       ab         a  b  c 

Il  est  clair  maintenant  que  cette  surface  est  tangente  à 
ces  trois  autres  arêtes  ]  en  effet,  si  nous  cherchons  son  in> 
tersectîon  avec  Tune  d'elle»,  nous  trouvons  pour 

/  X       z 


{ 


-  -h  -  =  :?., 
a       c 


que  les  z  d'intersection  sont  donnés  |>ar 


( 


i-M=o. 


ce  qui  prouve  bien  que  la  droite  est  tangente  à  la  sur- 
face. 

Les   équations   qui   déterminent  les  coordonnées  du 
centre  de  cette  surface  sont 


tH 

z 
ac 

+ 

y 

ab 

— 

2 

a 

= 

o, 

b^ 

-H 

Te 

-+■ 

X 

ab 

— 

2 

z 

— 

o, 

22 

4- 

Y 

Te 

+ 

X 

ac 

— 

2 
C 

— 

o. 
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Et  ces  équations  sont  satisfaites  par  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  du  tétraèdre 


a  o  c 

a       "^        2  2 


Si  Ton  rapporte  la  surface  à  son  centre,  son  équation  est 

x^       y*        z^       yz       zx       Ty        i 
a'       ^'       c^       bc       ca       ab        a 

Note.  —  La  même  solution  nous  a  été  adressée  par 
MM.  Hans  et  Vandcnbroncque,  élèves  du  lycée  Saint- 
Louis  (classe  de  M.  Briot). 


•ÈIONSTRATION  K8  TBiOiÙnS  BB  I.  PAUL  SURIT 

r  Toir  p.  S13)  ; 

Paa  m.  N.  NICOLAÏDÈS  (de  L4  GrAgb), 
Rlève  externe  des  Ponts  et  Chaussées. 


i.  Soient  ai,  at,  a,,.. .,  a„  ie5  longueurs  des  côtés 
consécutifs  d^un  polygone  A6GD.  •  •,  inscrit  dans  un 
cercle;  M  un  point  pris  sui*  Parc  sous-tendu  par  le  côté 
Ui  ou  AB-,  PuPt^pif  '  -iPn  l^  distances  positives  de  M 
aux  côtés  ai ,  Af , . . . ,  a„  ^  o/i  aura 


m 


(i)  ÎÎ!  =  f!4.îî  +  ...-H^ 

Pt  Pi  Pi  Pn 

Si  ce  théorème  est  vrai  dans  le  cas  d'un  triangle,  il 
existera  de  même  pour  un  polygone  d*un  nombre  quel- 
conque de  côtés. 

En  effet,  nommons  ii,  &«,...,  &„.|  les  diagonales  AC, 
AD,. . .,  menées  du  point  A  aux  sommets  C ,  D,. . . , 
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(lu  polygone,  et  ^i,  9iv*m  <7n~t  les  distances  positives  du 
point  M  à  ces  diagonales;  on  aura  par  hypothèse 

P\       P^       7i       7»       7^3       7»  ^—a      A'»-!      Z^» 

E«n  additionnant  ces  équations,  on  trouve  Tégalité  (i). 

Tout  se  réduit  donc  à  démontrer  le  théorème  pour  le 
cas  particulier  d'un  triangle  ABC. 

Prenons  pour  axes  les  côtés  ÂB,  AG  qui  forment  un 
angle  6  *,  et  désignons  par  x'^  y'  les  coordonnées  du  point 
M  extérieur  au  triangle  ABC,  dont  le  côté  BC  a  pour 
équation  yzsrzax-^b. 

Les  longueurs  des  côtés  AB,  AC,  BC  seront 

.       -A       -ô   r^ ^ 

a  a 

et  les  distances  positives  du  point  M  (x\y')  k  ces  côtés 
auront  pour  valeurs 

—  jrsmO,     j'sin0,     — ^  /  -• 

^a^  -1-14-2  rt  cos  Ô 

L*équation 

^ fî  1   f» 

/'i         /^a         /^8 

deviendra 

—  b  — b  ^  (fl'-M -f- 2«cosd) 


4/  sinO       a  sin ô       a  (7'  —  fl.r'  —  & )  sin  6 

ou 

—  ay'  (y  —  ax'  —  b) 

Développant  et  réduisant,  on  trouve 

a  (j/'  +r'*)  -H  lax* y  cosô  -+-  ^j:'  —  u^r'  =  o, 

équation  d'une  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC 
Ainsi  la  relation  générale  (1)  est  établie. 

knn,  de  Êiathémat.,  q«  série,  1. 1^^*.  (Décembre  [86a. ^         3o 
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La  réciproque  se  déduil  facilement  de  la  proposition 
directe,  au  moyen  de  la  méthode  connue  de  réduction 
a  Tabsurde.  Et  de  cette  réciproque  on  conclura  que  si  le 
point  M  se  meut  sous  la  condition  que  ses  distances  po- 
sitives pi,  pf^.,,^  pn  aux  côtés  du  polygone  inscrit,  sont 
liées  par  la  relation  (i),  le  point  M  décrit  Tare  du  cercle 
circonscrit  AU  polygone,  sons-tendu  par  le  c6té  a|. 

Remarquons  que  deux  des  distances  />i,  pt  changent  de 
signe  quand  le  point  M  passe  par  l'on  des  sommets  da 
polygone  inscrit. 

2.  TBÉoaÈMB  III  (p.  3a4)*  —  Soient  O,  O'  ^eiur  cer- 
des  fixes  coupés  par  un  troisième  variable  O'^  à  angles 
droits^  le  premier  aux  points  A,  B,  /e  second  en  C  ef  D; 
les  côtés  opposés  AD,  BC  du  quadrilatère  A6CD  se  cou- 
peront en  un  point fixe^  et  il  en  sera  de  même  des  dia- 
gonales AC,  6D. 

Supposons  que  les  rayons  OA  ,  O'D  prolongés  se  ren- 
contrent en  F  ;  les  droites  FA,  FD  seront  égales  comme 
tangentes  menées  du  point  F  à  la  circonférence  variable 
O^'.  Il  en  résulte  que  le  point  F  est  le  centre  d'une  cir- 
conférence qtti  touche  extérieurement  les  circonférences 
fixes  O  et  O'  aux  points  A  et  D;  donc  la  corde  des  con- 
tacts A,  D  prolongée  passera  par  le  point  H  où  la  droite 
des  centres  OO'  est  rencontrée  par  une  tangente  com- 
mune aux  deux  circonférences  O,  O'.  C'est  là  une  pro- 
position connue.  De  même  la  droite  BG  prolongée  passera 
par  le  point  H.  Ainsi  les  côtés  opposés  AD,  BC  du  qua- 
drilatère variable  ABGD  se  coupent  en  un  point  fixe. 

Actuellement,  soit  F'  l'intersection  des  rayons  AO, 
O'C  prolongés.  On  aura  F'A  =  F'C  comme  tangentes 
menées  du  point  F  à  la  circonférence  variable  O^.  Il  s'en- 
suit que  la  circonféf'ence  décrite  du  point  F'  comme 
(^ntre  avec  OA  touche  intérieurement  la  circonférence  O 
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au  point  A,  et  extérieurement  la  circonférenee  O'  au 
point  C.  Par  conséquent,  la  corde  des  deux  contacts  AC 
rencontre  la  droite  OO'  en  un  point  H^  appartenant  a 
une  tangente  commune  aux  deux  circonférences  O  et  O'. 
On  voit  de  même  que  H'  appartient  à  la  droite  BD.  Donc 
les  diagonales  AG,  BD  du  quadrilatère  variable  ABCD 
se  coupent  en  un  point  fixe  H^ 

Le  même  théorème  a  encore  lieu  lorsquVne  des  deux 
circonférences  O,  O'  est  remplacée  par  une  droite  indé- 
finie. 

3.  TetoasMEs  VI  et  Vn  (p.  3a4).  -*  Un  cercle  va-- 
îiable  passant  constamment  par  un  point  fixe  O»  si 
V enveloppe  de  la  droite  qui  réunit  ses  traces  sur  un 
cercle  fixe  est  représentée  par  f  (p^  a>)  =  o,  V  équation 

fi—r-' 9w)=o. 

\p-htC08»        / 

oàm  et  n  désignent  des  constantes  y  représentera  Fen- 
ifeloppe  du  cercle  variable. 

Prenons  le  point  fixe  O  comme  origine  des  coordon- 
nées polaires  et  la  droite  qui  unit  ce  point  au  centre  C  du 
cercle  fixe  pour  axe  polaire;  en  désignant  par  a,  6  les 
coordonnées  rectangulaires  du  centre  du  cercle  variable, 
Péquation  de  ce  cercle  sera 

(i)  p  =  a  (acosw  +  €  sinv). 

Soient  A  le  rayon  du  cercle  fixe,  et  p  la  distance  de  son 
centre  C  au  pôle  O.  Ce  cercle  sera  représenté  par 

(a)  p* — apyjcos»  ■+-A^'  =  A*. 

La  combinaison  des  équations  (i)  et  (à)  donne 

(3)  9p(acosuH- usinai  —  />cos»)  =  A*  — /»'; 

c'est  l'équation  de  la  droite  passant  par  les  points  d*inter- 
section  de  deux  cercles. 

3o. 
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Pour  oblenir  Tenveloppe  de  la  circonférence  (i),  en 
considérant  S  comme  une  fonction  quelconque  de  a,  il 
faut  d^abord  diflTérentier  Téqualion  (i)  par  rapport  à  a, 
ce  qui  donne 

(4)  cos»-f- sinw--- =  o, 

(ta 

Cette  dernière  équation  représente,  pour  des  valeurs 
déterminées  de  a  et  6,  une  droite  menée  par  Torigine  O, 
parallèlement  à  la  normale,  au  point  a,  6,  k  la  courbe 
décrite  par  le  centre  du  cercle  variable.  Cette  droite  doit 
d^ailleurs  contenir  le  point  auquel  la  circonférence  va- 
riable touche  son  enveloppe. 

Or  y  en  différent]  an  t  de  même  par  rapport  à  a  l'équa- 
tion (3)  de  la  corde  variable,  on  a  encore  Téquation  (4); 
donc,  pour  des  valeurs  déterminées  de  a.  et  6,  les  points 
auxquels  les  lignes  (i)  et  (3)  touchent  leurs  enveloppes 
appartiennent  h  la  droite  (4)»  Les  rayons  vecteurs  menés 
de  Torigine  à  ces  deux  points  de  contact  sont  d'ailleurs 
donnés  par  les  équations  (i)  et  (3)  dans  lesquelles  la  va- 
leur de  (ù  est  la  même.  Il  en  résulte  qu^en  nommant  p'  le 
premier  rayon  vecteur  et  p  le  second,  on  a 

p  (p'  —  2y?cosw)  =  A*— //% 
d'où 

(5)  p=   ,  ^      • 

Par  conséquent,  si  Féquation  de  T enveloppe  de  la 
droite  (3)  est  f  (p,  oi)  =  o,  celle  de  Tenveloppe  de  la 
circonférence  mobile  (i)  sera 

ft      i ,»)=:o      ou      /{  ^ ,»)=0. 

\p  — 2/;C0Su         /  \p  —  2/>C0Sfii>      ./ 

Le  théorème  VII  est  ainsi  démontré. 

Si  Ton  suppose  ^  =  o,  Téquation  (5)  se  réduit  à 
pp'  =  A',  ce  qui  démontre  le  théorème  VI  (p.  a34). 
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Remarque.  —  L'équation  difrëreutiellc 

représente  les  courbes  que  le  centre  du  cercle  variable 
doit  décrire  pour  que  son  enveloppe  soit  un  cercle,  A  est 
une  constante. 

Une  intégrale  de  cette  équation  est^'^-h^'  =  A  (*). 

Note  du  Rédacteur.  —  M.  Nicolaïdès  a  aussi  résolu 
la  question  627  (p.  447)»  ^^  î^  ^  joint  à  sa  solution  la  re- 
marque suivante  : 

Si  le  milieu  d  ^une  droite  inscrite  dans  un  angle  YOX 
est  sur  la  parabole  y*  =  '^px^  cette  droite  sera  tangente 
à  la  parabole  y*  =  —  i6px. 

En  effet,  désignons  par  j^=:  ax  -h  b  Téquation  de  la 
droite  inscrite  dans  Tangle  YOX^  les  coordonnées  de  son 
milieu  seront 

Ce  point  appartenant  à  la  parabole  j^'  =  ^px^  on  aura 

-=  — ^     ou     ô  =  — ^. 
4  a  a 


4r 
(*)  En  posant  -r-  ^=p  et  supprimant  le  facteur  commun  p*^if  Toqua- 

tion  diiTérentielie  (6)  se  réduit  à 

En  difiërentiant  cette  dernière  par  rapport  à  x,  il  vient 

[{jr—px)x-^Kp'\dp=LO, 
d'où 

dp=zo    ou    f»  =  c    et    (jr — px)x-^Ap=iQ. 

L'élimination  de  p  entre  p=:c  et  (jr — px)*  —  A(^*+  i)  =  o  donne  im- 
médiatement (r  —  rx)* —  A(c*  +  i):=o;  c^est  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation différentielle  proposée. 

En  éliminant  p  entre  (j" — ^x)x-HAf»  =  o  et  (r—pxy  —  A(/i'h- i)=o, 
on  trouve  x*-i-/*  =  A  ;  ce  qui  est  une  solution  singulière.  G. 
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Par  suite  réqualion  j  ^z  ax  +  b  devient 

y  z=z  ax  '•^  -=-î-      ou      «'  a?  —  of  —  ^p  =  O. 

En  éliminant  a  entre  cette  dernière  équation  et  sa  dérivée 
par  rapport  a  a,  on  trouve 

y^  -f-  i6/^ar=o 

pour  Tenveloppe  des  droites  inscrites  dans  YOX  et  qiii 
ont  leurs  milieux  sur  ^' ==  3^0:.  c.  q.  f.  d. 


OHKSTIM  M  GONGOIIRS  D'AGRtGATION  POIA  LIS  LYCfilS 

(ANNÉE  1862); 

S01.UT10N  DE  M.  h  ROMAND, 
Licencié  es  Sciences  imathématiques  et  es  Sciences  physiques. 


Composition  <f/i  jinaljse  appliquée. 

Étant  données  deuop  droites  non  situées  dans  le  ihéme 
plan,  on  fait  passer  par  ces  4^'oites  un  paraholoïde  hy* 
perbolique  auquel  on  mène  un  plan  tangent  parallèle  à 
un  plan  fixe  et  donné  :  on  demande  le  lieu  du  point 
de  contacta 

L'origine  des  coordonnées  sera  le  milieu  O  de  la  plus 
courte  distance  ÂA'  des  deux  droites  données  D,  D';  les 
parallèles  menées  à  ces  droites  par  le  point  O  seront  les 
axes  des  z  et  des  y  \  Taxe  des  x  sera  dans  la  direction  de 
AA%  par  conséquent  perpendiculaire  au  plan  j^z. 

En  désignant  par  a  a  la  distance  A  A',  les  équations  des 
droites  données  sont 

(D)         j=o,     X  z=  a,  (I)')        «  =  o,     j:  =  — /i. 

Soient 

(G)  y^z^x-^by      zz^yX'hf^ 
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les  équations  d'une  droite  qui  engendre  un  paraboloïde 
en  restant  assujettie  aux  deux  conditions  de  glisser  sur 
les  deux  droites  données  et  d'être  toujours  parallèle  à  un 
plan  directeur  représenté  par 

(P)  ^-^mx-i-  nz  =  /K 

La  première  condition  conduit  à 

la  seconde  a 

(a)  I -f- //i6-H«7  =  o. 

L'élimination  des  quatre  paramètres  variables  6,  y,  bj 
c  entre  ces  trois  équations  et  les  deux  équations  (G)  four- 
nira celle  du  paraboloïde. 

Les  équations  (G)  et  (i)  donnent 

6  =  y        7= >^l 

X  —  a  X  -^  a 

remplaçant  ë  eiy  par  ces  valeurs  dans  Téquation  (2), 
on  a 

3)  IH ^— H =  0, 

X  —  a       X   '    - 


d'où 

x^-^nzx  -h  mxjr  -^amjr  —  anz  —  û*  =  o  ; 

m  et  n  restant  arbitraires,  cette  équation  représente  tout 
paraboloïde  hyperbolique  passant  par  les  deux  droites 
données  D,  D^ 

D'après  une  règle  connue,  Téquation  du  plan  tangent 
au  point  x^y^  z  d'un  de  ces  paraboloïdes  est 

-{- amy  —  anz — 2/1' =  0. 

Pour  que  ce  plan  soit  parallèle  au  plan  donné 

(P')       '  Ay-hB^'-fCr'-f-D  —  o, 


(47a) 

il  faut  quW  ait 

(4)  B(2jr-|-iif/-|-/î2)  =  Am(x4-a\ 

(5)  C/it(4:-*-if)=:B«(x  — <f). 

Il  ne  resle  plus  qu'à  éliminer  m  ein  entre  ces  deux 
équations  et  celle  des  paraboloïdes  pour  avoir  l'équation 
du  lieu  géométrique  demandé. 

R  (^  —  /i\ 

L'équatiou    (5)    donne   m  =-7^ in;   substituant 

celte  valeur  à  m  dans  Téquation  (4)  et  tirant  celle  de  /i, 

on  a 

—  2Cx(j*-|-  a) 


n 


m 


(jr  — ir)(Bj-—  Kx  —  A«)-f-C»(x-hfl) 
—  2Bx(x  —  à) 


par  la  substitution  de  ces  valeurs  k  m^  n  dans  l'équa- 
tion (3),  on  obtient  d'abord 

aBor^-t-  2C8ar 


I  — 


(x-.a)(B/— Ar  — A«)  -hCz(x-ha) 

puis,  toutes  réductions  faites, 

Ax»-|-C«-c-h  Bxj-hB^/  —  C/7Z  —  Aa'  =  o. 

Si  le  lieu  avait  un  centre,  les  coordonnées  de  ce  point 
seraient  déterminées  par  les  équations 

(C)     aA.r-hB/ -♦-Cz  =  p,     PxH-Ba  =  o,     Cx  — Ca=o. 

Lorsque  B  et  C  diffèrent  Tun  et  Pautre  de  zéro,  les 
deux  dernières  sont  incompatibles;  le  lieu  n'a  donc  pas 
de  rentre.  Son  équation  se  réduit,  pour  x=o,  à 

B/  —  Cz — Ail=:o, 

ce  qui  indique  qu'il  est  coupé  suivant  une  droite  setile- 
ment  par  le  plan  jz  ^  ce  lieu  est  donc  un  paraboloïdc 
hyperboliguc  dyant  un  plan  dire^*teur  parallèle  au  plan 
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yz  et  par  conséquent  parallèle  aux  deux  droites  D,  D'. 
On  voit  facilement  du  reste  qu^il  passe  par  ces  deux 
droites,  car  son  équation  est  vérifiée  parj^  =  o,  a:  =  a 
pour  toute  valeur  de  z,  et  par  s  =  o,  x  =  —  a  pour  toute 
valeur  de  j^;  c'est  donc  un  des  paraboloïdes  indiqués  dans 
renoncé. 

B  et  C  étant  toujours  supposés  différents  de  zéro,  lors*- 
que  A  =  o,  c^est-à-dire  lorsque  le  plan  donné  (P')  est 
parallèle  à  la  plus  courte  distance  AÂ',  le  lieu  est  encore 
un  paraboloïde  hyperbolique,  et  dans  ce  cas  il  contient, 
outre  D  et  D',  la  plus  courte  distance  AA',  car  son  équa- 
tion est  vérifiée  par  z  =  o,  ar=^  o,  quel  que  soit  x. 

Quand  C  ou  6  est  nul,  c'est-à-dire  quand  le  plan  (P) 
est  parallèle  à  D  ou  à  IV,  le  lieu  change  de  nature.  Si  Ton 
suppose  par  exemple  C  =  o,  son  équation  se  réduit  à 

Ax*  -H  Bary  -h  Bo/  —  Aa'  =  o, 
équation  qui  se  décompose  ainsi 

(a:H-fl)(B/-*- Ajt—  A/i)=:o, 

et  qui  montre  que  le  lieu  est  formé  du  système  de  deux 
plans. 

Le  premier,  (x-f-  (i)  =  o,  parallèle  au  plan  des/^, 
passe  par  la  droite  D^ 

Le  second,  B/H-Ax  —  Aa  =  o,  parallèle  an  plan 
donné  Ax  -t-  Bj^  -f-  D  =  o,  passe  par  la  droite  D. 

Enfin,  quand  on  a  en  même  temps  C  =  o,  B  =  o, 
c'est-à-dire  lorsque  le  plan  (P')  est  parallèle  à  D  et  à  D', 
le  lieu  se  compose  de  deux  plans  parallèles,  car  son  équa- 
tion se  réduit  à  x*  —  a*  =  o.  C'est  le  système  de  deux 
plans  menés  respectivement  par  D,  D'  et  parallèles  à 
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TaiiTé  DE  LA  Résolution  pes  équàtious  humériques; 
par  M.  Saini^houp.  Mallet- Bachelier;  iii-8'*  de 
i5o  pages.  Prix  :  4  fr. 

Outre  les  Traites  ordinaires  d'Algèbre  destinés  surtout  à 
démontrer  et  à  coordonner  les  matières  de  renseignement, 
on  conçoit  d^autres  ouvrages  composes  pour  les  calcula- 
teurs plutôt  que  pour  les  candidats,  otTraut  en  peu  de 
pages  les  procédés  les  plus  simples  dans  les  circonstances 
que  la  pratique  peut  ofirir,  et  qui,  sans  négliger  complè- 
tement la  théorie,  ne  s^astreignent  pas  à  démontrer  tous 
les  théorèmes  sur  lesquels  on  s^appuie.  Plusieurs  écrits, 
sous  différents  titres,  ont  été  publiés  dans  cette  intention» 
un  entre  autres,  fort  estimable,  par  M.  Vieille  :  c'est  à 
cette  classe  d'ouvrages  qu'appartient  celui  de  M.  Saint- 
Loup. 

Le  premier  livre  traite  de  fonctions  d'une  seule  varia- 
ble :  on  »ait|  en  eflet,  que  les  éléments  du  calcul  des  dé- 

Riillelin  mathématique,  l.  VIII.  (Janvier  18G3)  I 
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rivées,  c'est-à-dire  du  calcul  différentiel,  sont  indispen- 
sables pour  la  théorie  des  équations. 

Le  second  livre  contient  plusieurs  considérations  sur 
les  racines  en  général,  et  le  troisième,  qui  est  le  pins 
important  de  tous,  est  consacré  a  la  résolution  des  équa- 
tions numériques.  L'auteur  commence  par  considérer 
.  celles  qui  peuvent  être  résolues  directement,  et  d'abord 
les  équations  du  second  degré  :  il  ne  leur  applique  d'autre 
procédé  de  calcul  que  Uemploi  des  Tables  trigonométri- 
ques,  dont  l'usage  n'est  peut-être  pas  aussi  avantageux  ici 
qu'avec  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 
Mais  il  semble  croire  que,  dans  l'équation 

flx'  -i- bx -+- c  :=  o  y 

la  petitesse  du  coefficient  a,  relativement  aux  deux  au- 
très,  suffit  pour  négliger  -r-  dans  la  relation 

e       ax' 

afin  d'obtenir  x  par  des  approximations  successives  : 
M.  Gerono  a  fait  voir  que  les  valeurs  consécutives  ainsi 
obtenues  s^écartaient  quelquefois  de  la  racine  cherchée, 
comme  dans  l'équation 

o ,  oo  I  «' -H  *  —  loooo  =s  G. 

(Nouvelles  Annales^  1857,  p.  436  et  soiv.) 

Pour  l'élimination  entre  deux  équations  du  second  de* 
gré  à  deux  inconnues,  Tauteur  emploie  la  méthode  des 
sécantes  communes  qui  se  trouve  dans  les  Traités  mo- 
dernes de  Géométrie  analytique,  et  il  cite  avec  raison  le 
perfectionnement  dû  à  M.  Transon,  qui  permet  de  re- 
connaître dans  quelles  circonstances  deux  sécantes  com- 
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munes  donnent  ou  non  des  points  réels  ;  mais  Ton  pour- 
rait aussi  se  demander,  comme  le  fait  M.  Transon  lui- 
même  {Nou\feUes  jlnnales^    1860,   p.    47)  j  s*   cette 
méthode  est  la  meilleure  pour  la  pratique. 

Quant  aux  racines  commensurables,  Tauteur  com- 
mence par  ramener  Téquation  donnée  à  une  autre  dont 
le  premier  terme  ait  Tunité  pour  coefficient.  Ce  procédé 
donne  plus  de  régularité  à  la  marche  du  calcul,  mais 
conduit  souvent  à  une  équation  dont  le  dernier  terme  est 
très-considérable,  ce  qui  nécessite  beaucoup  d'essais. 

Les  racines  incommensurables  étant  séparées  par  les 
théorèmes  de  Descartes  et  de  Sturm,  on  approche  indéfi- 
niment de  leur  valeur  par  la  méthode  de  Newton  ou  par 
celle  des  parties  proportionnelles,  et  Fauteur  observe, 
comme  Tarait  déjà  fait  M.  Briot,  que  la  racine  est  toujours 
comprise  entre  les  résultats  de  ces  deux  méthodes. 

Le  quatrième  et  dernier  livre  renferme  la  théorie  des 
différences,  les  méthodes  d'interpolation  de  Newton  et  de 
Lagrange,  et  diverses  observations  curieuses  et  impor- 
tantes sur  le  calcul  des  équations  qui  contiennent,  parmi 
leurs  coefficients  numériques,  un  coefficient  arbitraire. 
Ces  considérations  conduisent  Fauteur  à  terminer  par 
plusieurs  Tables  contenant  des  résultats  numériques  fort 
utiles  dans  une  foule  de  calculs. 

Ce  qu'il  faut  surtout  signaler  dans  cet  ouvrage,  c^est  le 
fréquent  emploi  que  fait  Tauteur  du  tracé  graphique  des 
courbes,  comme  auxiliaire  du  calcul,  pour  séparer  les 
racines  dans  les  équations  algébriques  ou  transcendantes, 
et  même  pour  avoir  une  première  idée  de  leur  grandeur. 
En  effet,  les  calculateurs  savent  combien  d'essais  inutiles 
et  même  de  bévues  cette  méthode  peut  leur  éviter,  et  ils 
trouveront  un  excellent  guide  chez  M.  Saint-Loup,  qui, 
du  reste,  connaSt  trop  bien  les  avantages  des  procédés 
graphiques  pour  en  ignorer  les  inconvénients  ;  aussi  met- 
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il  le  lecteur  en  garde  contre  lea  dîfficuliés  que  leur  usage 

peut  présenter. 

Cb.  Housel, 

Professeor, 


Eléments  d^âlgèbre  (deuicièmc  partie)  \  par  MM.  Dieu 
et  Tarnier.  Paris,  Hachette,  18605  in-8** de  35o  pages. 

On  peut  demander  â  un  Traité  d* Algèbre,  d^ abord  de 
satisfaire  aux  exigences  de  la  science  elie-m^epar  Fen- 
seinble  du  plan  et  la  précision  des  détails,  ensuite  de  pré- 
parer les  candidats  à  toutes  les  épreuves  des  examens,  tt 
enfin,  ce  qui  a  bien  aussi  son  importance,  de  guider  le 
calculateur  dans  toutes  ses  opérations  :  nous  ne  craignons 
pas  de  dire  que  ces  conditions  sont  remplies  dans  roo- 
vrage  de  MM.  Dieu  et  Tarnier. 

Nous  n*insislerons  pas  sur  l'analyse  de  ce  Traité,  qui  est 
toute  faite  parles  programmes  bien  connus  du  lecteur*,  il 
suflSra  d'indiquer  les  parties  qui  nous  ont  paru  mériter 
une  attention  particulière. 

r^s  auteurs  disent  qu'un  nombre  est  incommensurable 
quand  il  n'est  ni  entier  ni  fractionnaire  :  cette  définition 
nous  semble  la  seule  vraie,  car  le  nombre  incommensu- 
ble  est  la  généralité,  le  nombre  commensurable  est  l'ex- 
ception. 

Dans  la  théorie  de  la  division  algébrique,  les  signes 
auxquels  on  reconnaît  si  l'opération  est  possible  sont 
indiqués  avec  beaucoup  de  soin  et  d'une  manière  com- 
plète. 

Quand  il  ii^e  s'agit  que  de  calculs  numériques,  les  au- 
teurs ne  s'arrêtent  pas  à  des  subtilités  inutiles  \  c'est  ainsi 
qu'ils  démontrent  la  méthode  d'interpolation  de  La- 
grange  par  les  coefficients  à  déterminer  :  mais  ils  n'eu- 
blientpas  combioii  la  rigueur  est  nécessaire  dans  les  thco- 
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rèmes  fonddmentauv ,  tels  qae  celui  où   Ton    trouve 

limfiH —  j    =^9  pour  m  infini.  C'est  même,  si  nous 

osotis  le  dire^  la  première  fois  que  nous  voyons  une  dé- 
monstration complètement  satisfaisante  de  ce  résultat 
pour/n  positif  ou  négatif,  entier  ou  fractionnaire;  cepen- 
dant elle  ne  perd  pas  en  simplicité  ce  qu'elle  gagne  en 
exactitude. 

On  rcnnarquera  aussi,  à  propos  des  séries,  la  manière 
dont  on  trouve  la  limite  de  Terreur,  même  quand  tous 
les  ternies  sont  de  même  signe  :  nous  signalerons  encore 
la  démonstration  de  la  série  de  Maclaurin  {*). 

C'est  la  première  fois,  du  moins  à  notre  connaissance, 
que  Ton  a  introduit  dans  un  ouvrage  classique  les  théo- 
rèmes sur  les  valeurs  de  f{^  i)  pour  diminuer  le  nom- 
bre des  essais  dans  la  recherche  des  racines  commensu- 
rablea.  Nous  croyons  avec  les  auteurs  qu^il  est  plus 
simple  d'appliquer  directement  cette  recherche  à  l'équa- 
tion donnée,  que  de  réduire  h  Tunité  le  coefficient  du 
premier  terme. 

Dans  la  partie  de  l'ouvrage  où  Ton  traite  des  racines 
incommensurables,  nous  indiquerons  en  particulier  la 
manière  parfaitement  nette  dont  est  exposée  la  méthode 
ordinaire  de  Newton  :  on  sait  que  cette  question  est  une 
de  celles  qui  se  présentent  le  plus  souvent  dans  les  exa^ 
mens.  Ici  Ton  emploie  les  courbes  comme  auxiliaires  de 
la  théorie;  souvent  aussi  leur  description  graphique  sert 
à  la  pratique  des  calculs. 

Il  nous  reste  à  dire  que  cet  ouvrage  contient  un  nombre 
considérable  d'exemples  bien  choisis  et  de  toute  espèce 
pour  les  calculs  algébriques  et  numériques,  les  uns  déve- 
loppés, les  autres  comme  exercices  :  nous  signalerons  sur- 

(i)  Cette  série  appartient  à  Stiriing. 
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tout  plusieurs  problèmes  sur  les  inaiima  et  minima*,  on 
sait,  en  effet,  qu'il  est  difficile  de  trouver  des  questions 
de  ce  genre  dont  la  solution  ne  soit  pas  évidente  à  priori, 
et  les  élèves  n'aiment  pas  faire  de  longs  calculs  pour  par- 
venir à  un  résultat  trop  facilement  prévu. 

En  résumé,  nous  croyons  que  ce  Traité  peut  être  aussi 
utile  qu'aucun  autre  aux  candidats  pour  le  succès  de 
leurs  examens  et  en  même  temps  pour  leur  instruction 
sérieuse. 

Ch.  Hocsel, 

Professeur. 


SUR  LE  RAPPORT  D'ARRIEN  HETIHS; 

Par  m.  PROUHET. 


Dans  V Histoire  des  recherches  sur  la  quadrature  du 

cercle^  par  Montucla,  p.  58  de  l'édition  de  Lacroix,  on  lit 

355 
le  passage  suivant  sur  l'inventeur  du  rapport  — ^:  «  Ce 

Metius  n'est  pas  Adrianus  MeHuSy  mathématicien  connu 
au  commencement  du  xvii^  siècle  et  frère  de  Jacques  Me- 
tius, réputé  Tinventeur  du  télescope^  c'est  Pierre Meiius^ 
le  père  de  l'un  et  de  l'autre,  mathématicien  des  États  de 
Hollande  et  qui  vivait  à  la  fin  du  xvi*  siècle.  Je  ne  fais 
cette  observation  que  parce  que  j'ai  remarqué  qu'on  se 
trompait  généralement  en  attribuant  au  fils  cette  inven* 
tion  que  lui-même  revendique  pour  son  père  dans  ses 
ouvrages.  » 

On  peut  dire  que  Montucla  a  eu  la  main  malheureuse 
dans  cette  prétendue  rectification,  car,  en  croyant  relever 
une  erreur,  il  a  combattu  une  dénomination  exacte  et 
accrédité  une  erreur  que  les  auteurs  des  Traités  élémen- 
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taires,  auxquels  on  ne  peut  pas  reprocher  d'abuser  de 
noms  propres,  se  sont  empressés  de  propager.  Gomme  on 
Ta  vu  par  la  savante  ?4otice  insérée  dans  ce  Bulletin 
(t.  VU,  p.  5 1  ),  le  père  d'Adrien  Metius  s'appelait  Adrien 
et  non  Pierre.  Suivant  Lalande  [Bibliographie  astrono- 
miquey  p.  201),  Terreur  de  Montucla  vient  de  ce  qu*il  a 
cru  que  l'abréviation  P.  M. ,  employée  par  le  fils,  signifiait 
Petrus  Metius,  tandis  qu'elle  veut  dire  Piœ  Memoriœ. 
Montucla  renouvelait  ainsi  la  méprise  de  cet  antiquaire 
qui  traduisait  par  Publias  jiulus  Gellius  l'inscription 
moderne  P.  A.  G,  signifiant  en  bon  français  :  Prenez  à 

gauche, 

355 
Le  rapport  — r  a  été  donné  pour  la  première  fois  par 

Metius  le  père  dans  un  petit  livre  [libellum)  consacré  à  la 
réfutation  d'une  prétendue  Quadrature  du  Cercle  de  Si- 
mon Duchène.  Cet  ouvrage  semble  perdu,  et  nous  ne  le 
connaissons  que  par  quelques  citations  du  fils.  Le  profes- 
seur de  Franequère  nous  apprend  que  son  père,  geometra 
insignùy  a  suivi  la  méthode  d'Archimède  {*)y  et  qu'il  a 

tiouvé  que  le  rapport  véritable  était  compris  entre  ^-^ 

333  355 

et  -—  dont  la  moyenne  est  — r-  On  voit  que  la  moyenne 

a  été  obtenue  en  ajoutant  les  deux  premières  fractions 

terme  à   terme.  Les  deux  limites  -^  et  — rr  ont  pu  être 

120       100         ^ 

trouvées  en  calculant  deux  polygones  de  plus  qu'Archi- 

355 
mède,  tandis  que  le  rapport  — r  exigerait  le  calcul  d'un 

polygone  de  ioa4<>  côtés  au  moins. 

Je  n'ai  pas  rencontré  dans  la  Pratique  d"  Arithmétique 


(*)  Archimedeis  demoDstrationibus  inTenit.  Arithmeticm  et  geometria 
praetica.  Frane<iueray\^i\\  in-4. 
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et  fie  Géométrie  l'abrëviaiion  P.  M.  citée  par  Lalande  :  elle 
se  trouve  sans  doute  dans  une  édition  postérieure,  d'où 
ii  faudrait  conclure  qu'en  i6i  i  Metiiis  le  père  vivait  en- 


core. 


SIGNUBNEXT  PHY$I«UB  ET  MORAL  DE  LEOMIL 


On  lit  ce  signalement,  donné  par  Leibniz  même,  dans 
Touvrage  suivant  : 

Leibnizens  geschichtliche  aufsatze  und  gedichte  aus 
den  handschriften  der  Koniglichen  Bibliothek  zu  Han- 
nover.  Heransgegeben  i^on  Georg.  Heinrich  Pertz. 

a  Dissertations  historiques  et  poésies  de  Leibniz,  édi- 
tées diaprés  les  manuscrits  de  la  bibliothèque  royale  de 
Hanovre,  par  George-Henri  Pertz.  Hanovre,  1847;  ^°*^ 
de  386  pages.  » 

Leibniz  a  commencé  un  journal  autobiographique  le 
3  août  1696. 

Voici  son  signalement  tracé  par  lui-même  : 

Taille  moyenne.  Figure  pâle.  Mains  froides.  Pieds  et 
doigts  longs.  Cheveux  d'un  brun  foncé,  droits  et  non 
frisés.  Vue  basse  dès  l'enfance.  Corps  maigre.  Voix 
mince,  mais  claire,  haute  plutôt  que  forte.  Difficulté  de 
prononcer  les  gutturales  et  le  k. 

Aimant  les  odeurs  fortes,  les  spiritueux;  les  choses 
sucrées  et  le  sucre.  Ayant  l'habitude  de  mettre  du  sucre 
dans  son  vin. 

N'est  jamais  ni  trop  gai,  ni  trop  triste. 

Se  passionne  promptemeut  en  pensées  et  en  paroles  et 
peut  à  peine  se  modérer,  mais  devient  bientôt  calme  et 
doux. 
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Goût  médiocre  pour  la  conversaiioii  *,  mais  la  préférant 
aux  jeux  de  cartes  et  aux  exercices  qui  exigent  du  mou- 
vement. 

'Menant  et  aimant  de  préférence  une  vie  sédentaire. 

Souriant  plus  souvent  que  riam. 

Colère  prompte  et  courte. 

Commençant  une  entreprise  avec  hésitation  el  la  con- 
tinuant ferme,  avec  persévérance. 

Mémoire  médiocre  (*). 

Plus  afTectc  dVn  petit  mal  présent  que  d*Un  grand  mal 
passé. 

Le  journal,  écrit  en  latin,  langue  universelle,  est  moins 
intéressant  qu^on  H^avait  droit  de  l'espérer.  Ce  quMl  dit  de 
sa  mémoire  ne  s'accorde  pas  avec  ce  qu^on  raconte  de  sa 
manière  de  travailler.  En  lisant  un  ouvrage,  il  prenait 
des  notes,  les  écrivait  sur  de  petits  carrés  de  papier  qu'il 
jettait  au  fur  et  à  mesure  dans  un  grand  panier  placé  a 
côté  de  lui  ;  et  cela  suffisait  pour  fixer  le  fait  dans  sa  mé- 
moire; jamais  il  ne  consultait  le  contenu  du  panier  (**)- 

A  la  page  i65,  on  lit  : 

Leibniziorum  swe  Lubenieziorum  nomen  slauonicuin  ^ 
familia  in  Po/onia, 

Je  crois  avoir  lu  quelque  part  qu'il  avait  une  loupe  sur 
la  tète. 

Né  en  1646,  il  est  mort  le  f4  novembre  1716,  ^é  de 
soixante-dix  ans,  ayant  perdu  la  faveur  de  son  souverain, 
l'électeur  de  Hanovre,  devenu  roi  d'Angleterre.  Son  con- 
voi eut  lieu  la  nuit  à  minuit  et  était  composé  d'un  seul 
individu,  d*un  pauvre  juif,  nommé  Raphaël  Lévj,  son 
disciple  (voir  Nouyelles  annales,  t.  XII,  p.  4i8)* 


C*)  C'est  l'opinion  personneUp  de  Leibniz,  à  laquelle  on  souserira  difB- 
cilement. 
{**)  Mémoire  prodigieuse. 


Bulletin  maihéntatiqae,  t.  VUI.  (Février  i86i.)  '^ 
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SUR  LES  DfiN0HlSI4T10NS  DE  GÉOIÊTME  ET  BALGÈni 

SUPÉRIEURES. 


Pour  étudier  la  géométrie  dite  supérieure,  il  suffit  di; 
connaître  les  quatre  premiers  livres  de  Legendre;  pour 
étudier  Talgèbre  dite  supérieure  y  il  suffit  de  connaître  la 
résolution  des  équations  du  premier  degré.  Ces  faibles 
connaissances,  qui  font  parvenir  à  de  si  beaux  et  si  utiles 
résultats,  constituent  même  le  mérite  de  ces  sciences. 
Mais  pourquoi  leur  donner  des  noms,  des  épithètes  qui 
peuvent  suggérer  Tidée  que  pour  acquérir  ces  sciences  il 
faut  posséder  le  calcul  des  variations  ou  les  ardues  théo- 
ries arithmologiques.  Il  ne  faut  pas  croire  que  les  déno- 
minations sont  indifférentes.  Consultons  Pascal .  «  Une 
»  des  raisons  principales  qui  éloignent  ceux  qui  entrent 
»  dans  les  connaissances,  du  véritable  chemin  qu^ilsdoi- 
»  vent  suivre,  est  Timagination  qu'on  prend  d^abord, 
»  que  les  bonnes  choses  sont  inaccessibles,  en  leur  don- 
»  nant  le  nom  de  grandes,  hautes,  élevées,  sublimes. 
»  Cela  perd  tout.  Je  les  voudrais  nommer  basses,  com- 
i>  mttnes,  familières.  »  (  Pensées,) 

Ne  nous  arrêtons  pas  sur  ces  noms  qui  décèlent  Tesprit 
d^exagération  que  l'illustre  penseur  portait  sur  toutes 
choses,  même  sur  Ta  mou r  «t  la  crainte  de  Dieu  ('*'). 


C*)  Eaï«r  est  mort  à  soixante-seiso  ans,  fiimaiit  sa  pipe  et  joaant  avec 
un  de  ses  nombreux  petita-enfanta  qu'il  tenait  aur  ses  genoux  ;  Paacal  cal 
mort  à  trenl^neuf  aoa,  célibataire  et  en  déaeapéré.  C'est  que  le  géomètre 
suisse  avait  de  Dieu  une  idée  très-juste,  mais  le  géomètre  françaia,  avec 
tout  le  parti  janséniste,  une  idée  complètement  fausse.  Leur  dieu  est  un 
tyran  et  non  un  père  miséricordieux  indulgent  pour  les  faiblesses  humaines. 


(") 

Il  me  semble  que  chaque  science  devrait  être  daignée 
par  son  procédé  principal,  le  plus  habituel.  Or  la  géo- 
métrie supérieure  emploie  habituellement  de»  propriétés 
de  segments,  car  les  théorèmes  fasciculaires  sont  encore 
de  telles  propriétés  sous  un  autre  aspect.  Le  nom  conve- 
nable parait  donc  être  géométrie  segmentairô.  De  même 
l'algèbre  supérieure  fait  habituellement  emploi  des  pro^ 
priâtes  des  équations  algébriques;  le  nom  convenable 
parait  donc  être  algèbre  équationnelle.  Si  Tcm  ne  veut 
pas  de  cet  adjectif  non  usité,  on  pourrait  l'appeler  très- 
convenablement  théorie  générale  des  équations  et  fonc- 
tions algébriques. 

Quelqu'un  parla  à  Bemoulli  (Jean)  de  fonctions  fyper* 
transcendantes.  Pourquoi  hyper  plutôt  que  A^^oPlui 
demanda  malicieusement  l'illustre  promoteur  du  calcul 
intégral. 

L'épi  thèle  supérieure  y  si  Ton  veut  s'en  servir^  ne  de- 
vrait s'appliquer  qu'aux  sciences  qui  invoquent  le  se- 
cours du  calcul  infinitésimal,  des  propriétés  fonction** 
nelles,  des  propriétés  arithmologiques. 

Cette  même  épithète  s'applique  d'ailleurs  parfaitement 
au  génie  géométrique  de  M.  Chasles ,  à  l'esprit  analy- 
tique de  M.  Serret,  de  l'Institut. 


MBLIOfilUPHlB. 


Cours  DB  Mécanique  de  Sturm,  publié  d'après  le  vœu  de 
l'Auteur  par  AI.  Prouhet^  répétiteur  à  l'Ecole  Poly- 
technique, a  vol.  in-8,  avec  figuresdaiis  le  texte,  1861 
(chez  Mallet-Bachelier).  —  Prix  :  la  fr. 

La  Mécanique  rationnelle  est  une  science  toute  mo- 
derne :  ses  principes  essentiels,  la  composition  des  mou* 


(  •») 

vements^  la  nieàure  des  forces  accélératrices,  sont  dus  à 
Galilée  (*)*  Ces  premières  notions  ont  été  agrandies  et  dé- 
veloppées par  Newton  dans  les  deux  premiers  Livres  des 
Principes.  Les  successeurs  de  ces  grands  hommes,  notam* 
ment  Euler  et  d'Alemberl,  ont  fait  rentrer  la  mécanique 
dans  le  domaine  de  l'analyse  et  généralisé,  en  les  oom* 
mentant^  les  méthodes  employées  avant  eux.  Enfin  La- 
grange,  en  introduisant  dans  la  formule  qui  est  l'exprès* 
sion  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  les  équations  de 
condition,  par  Temploi  des  multiplicateurs  indéterminés, 
a  résumé  tous  les  principes  en*  un  seul.  Il  est  Vrai  que 
pour  remplir  cet  objet  il  a  dû  faire  usage  de  la  méthode 
des  variations,  pour  le  cas  où  le^  équations  de  condition 
sont  relatives  à  tous  les  éléments  d'unç  courbe,  d'une 
surface  ou  d'une  masse. 

Les  travaux  de  cette  glorieuse  succession  de  géomètres 
ont  fourni  depuis  le  commencement  de  ce  siècle  la  sub- 
stance de  renseignement  de  la  mécanique  rationnelle 
dans  les  Facultés  et  a  l'Ecole  Polytechnique»  Exposée  par 
d'habiles  professeurs,  cette,  science  a  pris  dans  leurs 
leçons  des  formés  plus  simples  et  mieux  arrêtées,  et 
M.  PoinsOt  surtout  Ta  perfectionnée,  en  faisant  connaître 
la  mesure  et  la  composition  d'une  force  négligée  (  **)  avant 
lui.  Aussi  les  textes  élémentaires  qui  se  recommandent  à 
plus  d'un  titre  sont  nombreux,  et  le  Cours  de  Sturm, 
que  M.  Prouliel  vient  d'éditer,  prend  sa  place  à  côté 
d'ouvrages  justement  estimés*  Mais  sans  établir  de 
comparaison  entre  des  œuvres  d'un  caractère  et  d^un  ca- 
chet  tout  à  fait  dillérenls,  nous  croyons  pouvoir  affirmer 


(')  M.  Barthélémy  Sain t-Hila ire,  dans  son  travail  sur  la  Physique  d\4- 
ristotOy  explique  avec  clarté  les  opinions  de  ce  philosophe  sur  le  mou- 
vement; il  y  distinguo  la  quantilé  et  la  ^Aalité,  distinction  que  Galilée  a 
fait  disparaître  dans  seb  célèbres  Dialogues.     Tm. 

C^^)  Cette  force  a  toujours  clé  employée  sous  le  nom  de  moment.  Avoir 
converti  io  moment  en  force  est  un  trait  de  génie  de  Poinsot.     Tu. 
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<}ue  le  nouveau  Traité  tie  sera  effacé  par  aucun  livre 
connu.  Sturm  a  enseigné  longtemps  la  Mécanique  à  la 
Sorbonne  et  a  l'Ecole  Polytechnique;  ses  Leçons,  perfec^ 
tionnées  chaque  année,  présentent  un  corps  de  doctrine, 
dans  lequel  se  retrouvent  à  un  degré  supérieur  les  qua- 
lités qui  distinguent  sou  Cours  d* Analyse, 

La  Mécanique  rationnelle  est  la  branche  la  plus  difficile 
des  Mathématiques  appliquées;  ses  principes  ne  peuvent 
être  saisis  sans  une  application  soutenue,  et  ils  ont  sou*- 
vent  donné  lieu  à  des  équivoques  ou  à  de  fausses  inter- 
prétations, Sturm  avait  médité  avec  profondeur  la  partie 
philosophique  de  la  science,  et  il  avait  puisé  avec  sagacité 
dans  les  sources  originales,  dans  Eulcr  par  exemple, 
qu  il  aimait  à  citer  pour  la  clarté  qu'il  a  répandue  sur 
les  notions  fondamentales  dans  son  Traité  de  Mécanique* 

En  lisant  le  nouveau  Traité,  on  pourra  souvent  remar- 
quer dans  les  énoncés,  dans  les  définitions,  une  phrase 
incidente,  un  mot,  qui  ne  se  trouvent  pas  ailleurs,  et  qui 
donnent  au  sens  des  propositions  une  précision  inatten- 
due. Nous  ne  citerons  pas  une  foule  de  calculs  élégauts 
que  Sturm  a  répandus  dans  son  livre,  dont  la  rédaction 
est  si  simple  et  si  logique,  que  sa  lecture  toujours  instruc- 
tive ne  fatigue  jamais  l'esprit.  Dans  le  premier  volume 
nous  signalerons  les  chapitres  relatifs  à  l'attraction  et  au 
système  du  monde,  qui  sont  rédigés  avec  beaucoup  de 
soin  et  très -convenablement  développés.  Dans  le  second 
volume,  la  théorie  des  couples,  qui  est  une  partie  im- 
portante de  la  Mécanique  et  non  la  Mécanique  tout  en- 
tière, est  présentée  avec  des  détails  suffisants  pour  mettre 
le  lecteur  au  courant  des  travaux  que  Poinsot  a  publiés 
dans  les  dernières  années  de  sa  vie.  Mais  l'exposition  des 
principes  généraux  et  de  la  théorie  de  la  rotation,  dont 
les  lecteurs  des  Nou\*clltss  Annales  (t.  X,  p.  4199' 85 1) 
ont  pu  lire  un  fragment  dans  ce  recueil,  constituent  les 
parties  essentielles  cl  originales  de  ce  second  volume. 
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Nous  meniioniieiH>ns  d'une  manière  spéciale  les  chapitres 
relatifs  aux  forces  vives,  qui  nous  paraissent  plus  com- 
plets et  plus  lumineux  que  tout  ce  qui  a  été  publié 
jusqu'à  ce  jour  sur  cet  important  sujet. 

On  sait  que  lorsqu'une  force  d'impulsion  communique 
à  une  masse  m  une  vitesse  v^  cette  force  a  pour  mesure 
le  produit  mi^.  Or  dans  la  Mécanique  appliquée  on  em- 
ploie les  forces  dont  on  peut  disposer  pour  donner  cer- 
taines vitesses  à  des  masses  inertes,  telles  que  des  volants, 
des  roues,  des  pistons,  etc.  Les  quantités  de  mouvement 
acquises  par  ces  masses  sont  en  général  consommées  par 
des  résistances  continues  qui  peuvent  être  considérées 
comme  équivalentes  à  la  résistance  pix>duite  par  un  poids. 
Lorsqu'on  Télève  verticalement  à  une  certaine  hauteur, 
le  produit  abstrait  d'un  poids  par  la  hauteur  à  laquelle 
on  l'élève  est  la  mesure  du  travail,  et  il  est  important  de 
savoir  ce  que  la  consommation  de  la  quantité  de  mouve- 
ment par  la  gravité  représente  de  travail.  Or  si  la  masse 
m  a  une  vitesse  p  ascendante  et  verticale,  elle  s'élèvera 


9^ 


en  vertu  de  cette  vitesse  à  une  hauteur  —  ;  mais,  en  s'é- 

levant  librement,  cette  masse  sollicitée  par  Faction  de  la 
pesanteur  devient  un  poids  mg^  et  le  travail  fourni,  pour 
que  la  quantité  de  mouvement  nw  soit  détruite,  est  visi- 


ez /HP* 


blement  msx  —  ou  — •  Une  masse  nik.  animée  d'une 
vitesse  -79  bien  que  possédant  une  quantité  de  mouvement 

/wt',  ne  fournirait  que  le  travail  —7-  (*)  -,  il  est  donc  bien 

évident  que  des  quantités  de  mouvement  égales  ne  produi- 
sent pas,  lorsqu'elles  sont  détruites  par  Faction  continue 
de  la  gravité,  un  travail  identique.  D'où  résulte  l'impor- 
tance de  combiner  dans  les  machines  en  mouvement  les 

(*)  La  force  vive  est  ce  qui  so  paye,  a  dit  Mongolfier,  C'est  l'idée  la  plus 
claire  qu^on  ait  donnée  de  cette  expresaion.    Th. 
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masses  cl  les  vitesses  de  manière  à  obtenir  le  plus  grand 
travail  possible. 

Les  premiers  géomètres  qui  ont  etl  quelques  notions 
exactes  sur  le  choc  des  corps  dépourvus  d'élasticité,  ont 
remarqué  que  si  deux  masses  animées  de  vitesses  de 
même  sens  et  de  même  direction  se  choquent,  les  quanti- 
tés de  mouvement  totales  restent  les  mêmes  avant  et  après 
la  collision,  mais  que  ies  forces  vives  diminuent.  Comme 
d'ailleurs  ils  n'avaient  pas  de  règles  précises  pour  estimer 
dans  tous  les  cas  cette  perte  de  force  vive,  leurs  ouvrages 
les  plus  estimés  (VIfydrodynamique  de  Daniel  Bernoulli. 
par  exemple)  contiennent  sur  ce  sujet  des  erreurs  très- 
graves.  Cariiot  (*)^  en  donnant  le  premier  une  forme 
simple  à  l'expression  de  la  force  vive  perdue  par  suite  du 
choc,  a  porté  la  lumière  sur  une  question  difficile  et  a  rendu 
un  service  réel  a  la  IVlécanique  appliquée.  On  doit  ce^ 
pendant  convenir  que  les  notions  que  nous  possédons 
sur  le  phénomène  du  choc  ont  quelque  chose  de  vague  et 
d'obscur  qui  rejaillit  sur  le  théorème  énoncé  par  Carnol. 
Sturm  évite  ces  difficultés,  et  il  généralise  la  conception 
de  ce  savant  en  la  faisant  rentrer  dans  le  domaine  de  la 
Mécanique  aiialytique.  Au  lieu  de  considérer  à  un  instant 
donné  du  mouvement  un  choc  entre  deux  ou  plusieurs 
masses  du  système,  il  suppose  que  des  liaisons  nouvelles, 
analytiquement  exprimables,  existent  entre  tous  ou  quel- 
ques-uns de  ses  points,  et  il  démontre  que  dans  cette  hy^ 
pothèse  les  vitesses  des  diverses  masses  éprouvent  des 
changements  brusques,  et  que  de  ces  changements  ré- 
sulte une  perte  de  force  vive  qu'on  peut  estimer  par  un 
procédé  semblable  â  celui  de  Camot-,  des  liaisons  nou- 
velles entre  les  corps  du  système  peuvent  d'ailleurs  être 
introduites  à  diverses  époques  du  mouvement  et  produire 


(*)  Cnriiot  (Lazare- Nirolas-Morgiienle),  né  h  Noiay   (CAKwI'Or)  le 
i3  mai  1758,  mort  en  exil  à  Magdoboiirg  le  2  août  1823.     Tu. 
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une  succession  de  perles  de  forces  vives  aîsément  calcu- 
lables. Les  théorèmes  de  Coriolis  sur  le  principe  des 
forces  vives  dans  les  mouvements  relatifs,  le  théorème 
de  M.  Delaunay  sur  la  force  vive  maximum  autour  de 
Taxe  instantané,  dans  le  cas  de  la  rotation  d^uo  solide 
autour  d^un  point  fixe,  se  présentent  naturellement 
comme  des  corollaires  du  théorème  général  de  Sturm,  que 
la  postérité  placera  à  côté  des  titres  immortels  de  sa 
gloire.  Ce  fragment,  placé  à  la  fin  du  second  volume,  est 
écrit  avec  une  grande  clarté-,  le  savant  éditeur,  qui  Fa 
conservé  sous  une  forme  complète,  a  consulté,  pour  le  ré- 
diger, les  papiers  et  les  notes  marginales  qui  sont  restes 
de  Tillustre  géomètre  si  prématurément  enlevé  aux  scien- 
ces. Le  volume  est  terminé  par  une  leçon  sur  la  théorie 
du  pendule  simple,  en  ayant  égard  au  mouvement  delà 
terre,  professée  par  Stui*m  k  la  Sorbonne  et  rédigée  par 
M.  Puiseux. 

Pour  remplir  les  lacunes  que  laissait  le  texte  de  Fau- 
teur et  compléter  des  indications  ou  des  notes  inachevées, 
sans  changer  le  style  et  la  manière  du  maitre,  il  a  fallu 
non-seulement  de  l'application  et  du  dévouement,  mais 
aussi  de  la  sagacité.  Ces  conditions  se  sont  trouvées  réu- 
nies dans  le  savant  éditeur  du  nouveau  Traité,  qui,  en 
restant  fidèle  au  vœu  exprimé  par  un  ami,  a  conservé  à 
renseignement  ces  excellents  livres  d'Analyse  et  de  Mé- 
canique où  Ton  reconnaît  le  cachet  du  génie  simple  et 
original  qui  les  a  créés. 

M.  Prouhet  a  eu  l'heureuse  idée  de  résumer  d*une  ma- 
nière succincte,  à  la  fin  de  chaque  volume,  les  Leçons  dé- 
veloppées dans  le  Traité.  Ce  résumé  substantiel  peut  être 
utile  à  rélève  qui,  en  vue  d^un  examen,  désire  parcourir 
en  quelques  jours  l'ensemble  de  la  science,  ou  au  géo- 
mètre qui  veut  retrouver  en  peu  de  temps  un  théorème 
ou  une  notion  effacée  de  sa  mémoire.     £•  Brassinke. 
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NOTIZIE  DEGLI  ScRITTORI  BoLOGNOSI  RACCOLTE  DA  G  lOVANNI 

Fautuzzi.  In  Bologna  MDCCLXXXI-MDCCXC.  Nella 
stamperia  di  San  Thommaso  d'Aquino.  Con  licenza  de' 
Superîori.  (Huit  tomes  in-4)  t.  V,  p,  324*) 

DAL  FERRO  SGIPIONE. 

Scipione  di  Floriano  dal  Ferro  o  Ferreo  cominclô  a 
leggere  Aritmetica  e  Geometria  nel  nostro  studio  Tan  no 
1496  (*)  e  prosegui  fino  alFanno  i5a5  e  forse  mori  in 
questo  tempo  non  vedendosî  più  descritto  ne^  Rotoli. 

Quantunque  questi  nuUa  abbia  lasciato  di  scritto,  nulla- 
dimeno  è  illustre  e  degno  di  ricordanza  per  essere  stato 
rinvenlore,  al  dire  del  Cardano  (**),  di  un  caso  partico- 
lare  delle  equazioni  cubiche  che  gli  Algebristi  spiegano 


(*)  Die  2Z  decembrii  i^ffi. 

Item  per  omnes/abas  albas  constituerunt  Scipioni  Floriani  a  Ferro  RotU'- 
laio  ad  ArUhmeticam  et  Geometriam  librat  vigimii  quitujue  hon.pro  e  jus  sala- 
ria ^moiihêt  muiù  integroê  et  prii^ilegiatas,  eie.  Ex  Lib.  Ael.  Arehir.  Secret. 
Senatns. 

E  ne'  Rotoli  dello  Btudio  deU'anno  i5o7  si  vede  essere  ingiunto  a  Lettori 
deUa  classe  di  Aritmetica  e  Geometria  ;  Cum  hoc  quod  quilibei  gratis  do~ 
eeai  quatuor  pauperes  ex  verecundis.  Prout  ab  eorum  procuratoribus  com~ 
missum  fuerit,  Di  présente  il  maestro  pubblico  di  Aritmetica  è  descritto 
ne'  pubbllci  Rotoli  fra  stipendiât!  dello  studio  con  Tobbligo  d'iasegnare 
TAritmetica  gratis  a  tre  scolari. 

Il  salarie  di  Scipione  dell'anno  i5io  era  cresciuto  fino  aile  lire  oento, 
nel  qnar  anno  gli  fa  anmentato  di  lire  aS. 

Die  37  martii  i5io. 

Item  per  vigenti  Jaha»  albas  et  sepiem  nigras  Scipioni  de  Feno  conducto 
ad  Àrithmeticam  et  Geometriam  cum  salaria  lihrarum  centum  honon.  quoli- 
bet anno  decreverunt,  ut  de  cetero  in  qualibet  distributionejacienda  poni 
debeat  pro  quantitate  librarum  vigentîquiaque  adeo  quod  quolibet  anno  per- 
eipiat  libras  centum  intègre  incipiendo  in  hac  prima  disiribuiione  prasentis 
anni,  in  qua  poni  debeat,  et  describi  per  libras  a5  quasi  SU  de  pii  percepturus^ 
etc.  Ex  Lib.  di.  Arcb.  Secreli  Senatas. 

("*)  Dearte  Magna. 

llulletin  mathématique,  t   VIII.  (Mars  1863  )  3 
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x^  -f-  px  =  g  c  allora  fù  dello  Capilolo  di  cosa  e  cubo,  la 
quale  scoperla  il  Ferro  confidô  a  Maria  Antonio  dal 
Fiore  o  Florico  suo  scolaro,  cbe  invanito  di  queslo  se- 
creto  ebbe  poi  tante  contese  con  Niccolô  Tarlaglia,  corne 
puô  vedersi  nel  Montucla  (*),  Tiraboscbi  (**)  ed  al- 
tri  (***). 

Di  queslo  Aritmetico  disse  TAcbillini  (****)  lodando 
gll  Arcbitetti,  i  Geometri,  g\i  Aritmetici,  e  gli  Astrologi 
del  suo  tempo  : 

Ârchitettor  fra  gli  altri,  e  Geometri 
Gian  Bervaldo,  et  facil  Malchiavello 
PoDO  UD  altro  excellente  in  questi  metri 
Dino  Arofeno,  e  quel  di  cui  favello 
Non  voglio  lo  Aritmetico  se  aretri 
GLIÊ  SGIPIO,  et  è  Prospetto  il  suo  fratellu. 
Astrologo,  e  il  Benazzo,  il  mio  Vitale 
Il  Gastagnolo  in  Cosmographia  vale,  ec. 

(CoMinmiQot  PAR  M.  le  prince  Bôncohpagni.) 


FONCTIONS  HOMOefiNES  ENTIÈRES. 


I.  M.Otto  Hesse  (*♦*♦*) ^  le  célèbre  professeur  de  l'Uni- 
versîlë  de  Heidelberg  vient  de  publier  à  Leipzig,  cbez  Fin- 

(")  HUtoire  des  Maihématiques,  1. 1*',  p.  879. 

(•*)  Tiraboschi,  Utoria  délia  Lett.  Ital.,  i.  VII,  p.  4i5. 

(»»»)  Me  parla  rAlidosi  a  Dottori  Àriisti;  Lesodro  Alberti,  DeserU.  d'U 
talia;  Bumaldi,  Bibliot,;  Orlandi  ed  altri. 

(»»**)  Nel  ftuo  ytridario. 

(*****)  Ludwig-Otto  Hessc,  né  k  Konigsberg  (Prusse)  le  12  avril  181 1, 
disciple  de  Jacobi,  professeur  ordioaire  à  I^UnÎTcrsité  de  Heidelberg  de- 
puis 1857. 
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leilîgent  et  libéral  Teubner  jin  ouvrage  allemand  :  voici  la 
traduction  du  titre  :  Leçons  sur  la  Géométrie  Analytique 
de  r espace  et  particulièrement  sur  les  sur/aces  du  second 
degré.  i86i.  In-8^  de  368  pages;  i4  pages  de  table  des 
matières  :  en  tout  qq  leçons  élémentaires  et  quelquefois 
trop  élémentaires;  production  digne  de  Fauteur.  Quel- 
ques leçons  atteignent  une  certaine  hauteur. 

Nousdonnons  comme  spécimen  la  huitième  leçon,  dont 
le  contenu  ne  saurait  être  trop  propagé,  à  cause  de  la 
fécondité  de  ses  applications  géométriques.  Aussi  nous 
n'épargnons  pas  les  explications,  dût-on  les  trouver  mi- 
nutieuses. 

Notation  et  théorème  d'homogénéité, 
II.  Soit. 

une  fonction  homogène  entière  de  n-hi  variables  et  de 
degré  />;  remplaçante^  par  tjr„,  t  étant  une  constante 
quelconque,  la  fonction  (i)  devient 

et  réciproquement  lorsque  Ja  fonction  (i)  satisfait  à 
Péquation  (a),  elle  est  homogène  entière  et  de  degré /; . 
Prenons  la  différentielle  de  Téquation  (2)  par  rapport  à  t 
et  faisant  dans  le  résultat  f  =  i ,  on  obtient 

(3^  )  /^/(^«^  -^i»*--»  x,)=:x«/'(j:.)-H:r./'(j:,) 

^   ^  ^  H-x,/'(^0+...H-x,/'(x„)  r); 

(*)  x^  se  présente  aussi  p  fois  dans  le  membre  à  droite.  Exemple,  p=2i 

ou 

=  2(x; +x„r,  4- r,x, -h  x] -H  X,  x,-h  yj  )  ; 
de  mâme  pour  un  degré  quelconque. 


une  seconde  diiTérentUUon,  .avec  la  même  coiidilion, 
donne 

(4  )  )  ^^^F^^-^(^-'  Jr., .  .  . ,  :t,)  =  x.r  ('•) 

Nous  ne  pousserons  pas  ces  différentiations  plus  loin, 
n'en  ayant  pas  besoin. 

M.  Serret  donne,  dans  son  Algèbre  supérieure^  ceue 
ingénieuse  démonslration  :  Mulliplions  chaque  variable 
par  I  +  0),  on  aura  Tidentité 

=/[(i-f-w)j;„  (n-w)*,,.  ..,(H-«)xJ; 

développant  le  membre  à  droite  par  le  tbéorème*de  Tay- 
lor,  on  obtient  successivement  les  équations  (3),  (4)9  etc. 

Système  de  fonctions  homogènes  de  divers  degrés, 
III.  Soient 


a\  a\  fl%    . . ,  a", 


«  -H  I     fonctions    homogènes    de  n  -4-  i    variables  .r,, 
Xi , . . . ,  X|,  et  respectivement  de  degré  ^0,  px ,  p%y  ...)/'«• 

Symbole. 
lY.  On  déduit  de  Téquation  (3) 


(5) 


\ 


;?o  fl»  ==  fl  J  JCj,  -h  a»  J-,  -h  .  .  .  -t-  flj  Xnj 


p„  /i"  =  /ï; Xo  -+-  a^x,  4-  . .  .  -h  n^  x«. 


(ai   )■ 


Déterminant, 


V. 


(6) 


A  = 


a 
a 


ai 


-f-ûj  -f- ...  +  < 


«; 


«? 


VI.  Résolvant  les  équations  (5)  comme  un  système 
adéquations  linéaires  0:09  ^i»  •  •  •  9  ^m  alors  la  valeur  d^une 
quelconque  œ^  de  ces  variables  sera 


(7) 


Aar*  =  A*  /?#  «•  -h  a'  /?,  fl'  4-  •  . .  H-  A  /?„  a" 


ou  symboliquement 


A^=— - 
dx 

X 


Cette  équation  (7)  est  le  pivot  de  tout  ce  Mémoire. 

Vn.  Différenliation  de  Féquation  (7)  par  rapport  à  a:, 
et  ensuite  par  rapport  à  xX  : 


(8) 


Ah ar  =  A  Po<»   H-A  p,fl   4-...-f-A/?,fl  9 

^£jçX  X'         X  X*  X  X*  X 


d!r.    X 


X  =a;;;.«;+a>,«;+a>«;; 


(9) 


dA» 


dk' 


dk 


dx' 


5 +''•'•' xj'"'''+-—^:ï:î^"'' 


€/x 


La  théorie  des  déterminants  donne 


(.0) 


a"      •      I      a'  ^*      1 

X    >  xi 


-HA^«,; 


n 


(  aa  ) 
mullipliant  celle  équation  par  p^  et  retranchant  le  résul- 
tat de  (8),  il  vient 

A(i  —;.,)  +  ^  **  =  A*  (/»i  —p,)  "],+••■ 

retranchant  réqnation  (9)  multipliée  par  ;io  de  (9))  îl 
vient 

—  *«  =  A;_a;  (;,.  _ ^. )  + . . .  H-  _-«  a^ip,  -p,) 

(■0: 

rfA*  rfA'  rfA 

Théorème  I.  —  Si  un  certain  système  de  valeurs  de 
n  + 1  variables  fait  disparaUre  les  n  -^i  fonctions 
a^,a^,,..,  a",  ce  même  système  fait  élis  paraître  le  déter- 
minant A  de  ces  fonctions,  conséquence  de  [y). 

Mêmes  conditions  qu'au  théorème  précédent. 
On  a  les  équations  non  identiques 

Si  ;;,  =  Pi  =  ^t  =  •  •  •  =  Pu»  on  a  ce  théorème  : 

Théorème  II.  —  Sin-^i  fonctions  homogènes  en- 
tières de  même  degré  disparaissent  par  un  certain  sys- 
tème des  n  -h  I  variables,  hs  déterminants  deeesfonc- 


(^3) 

lions  disparaissent  également  et  aussi  les  premiers  quo- 
tients  différentiels  partiels. 

Si  Pq  =  Pi  =pt  =  , .  .  =  p,^x ,  de  sorte  qu'un  seul 
degré,  savoir  pn^  n'est  pas  égal  aux  autres,  on  a 

^^ n  ^11  (/?!.— />a) 

(i3)  {    ' 

dk           ^n^n{pn  —  p») 
— —  =  «A     • 

Ces  équations  démontrent  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  (n-h  i)  fonctions  homogènes  en- 
tières d*autant  de  variables  de  n  Jonctions  de  même 
degré  et  {n-ht)  de  ces  fonctions  disparaissent  par  un 
système  de  valeurs  des  variables,  alors  pour  ce  mênie  syS" 
tème  des  variables  les  quotients  différentiels  partiels  du 
déterminant  de  ces  n  -4- 1  fonctions  sont  proportionnels 
aux  quotients  différentiels  partiels  correspondants  de  la 
fonction  inégale. 

On  déduit  aussi  facilement  des  équations  (12)  : 

Théorème  IV.  —  Si  pour  n  +  1  fonctions  homogènes 
entières  a°,  a*, . . .,  a",  d'autant  de  variables,  les  fonctions 
a^j  a%...,  a""'  de  même  degré  disparaissent  simultané^ 
ment  par  un  système  de  valeurs  des  variables,  on  a  pour 
le  même  système  les  équations 

dk  da^  </«■+'  dt^ 

dx^  dxx  dx^  dc^ 

dans  lesquelles  les  expressions  /^,  /^^.i,    *  •i  In-)  sont  in- 
dépendantes des  valeurs  particulières  de  ^. 

VIII.  —  M.  O.  Hesse  fait  observer  que  ces  quatre  théo- 
rèmes ramènent  Télimination  entre  deux  équations  de 


(  M) 

degré  supérieur  à  réiimination  des  inconnues  entre  des 
équations  liuéaires ,  tout  comme  les  procédés  de  Bezout  {*) 
et  de  M,  Sylvester. 

IX.  Une  application  de  ces  quatre  théorèmes  :  Quelles 
sont  les  conditions  pour  que  les  coordonnées  homogènes 
de  quatre  points  (xoJTo  «o  /?o)  »  (^i  Yt  ^i  Pi  )y  {^t  r«  ytrO» 
(^•Ji  ^iPi)j  soient  dans  un  même  plan  donné  par  Téqaa- 

tion 

«.r  H-  pz  H-  (PZ-j-  rp  zss  o. 

Ces  conditions  sont 

«*j^»  -H  pr« +  <*'*• -H 'P*  =  o» 

«*i  ^  t^Xi  -h  w%t  -h  /V»!  =  o , 
«^î  +  ^/î  H-  fWi  4-  7?»  =  o, 

"*3  -h  «'Ja -f- «'«a -I- 7^3  =  O . 

On  a  quatre  fonctions  linéaires  homogènes  des  variables 
u,  u^  w,  r  qui  disparaissent  pour  un  même  système  de 
ces  valeurs.  Donc  le  théorème  (8)  donne 


Jr. 

y* 

2o 

P^ 

^\ 

r. 

2| 

Pi 

Xj 

r> 

«1 

P-> 

•*•» 

Xi 

»a 

Pi 

=  o. 


Pour  des  coordonnées  rectangulaires)  il  suflGt  de  faire 
jp^  =  Pi  =Pi  =  p»=i  : 


or. 

ra 

2« 

1 

or, 

r. 

«1 

1 

jTj 

r> 

Zt 

1 

^3 

r3 

«1 

1 

(*)  La  méthode  de  Retout  est  générale  et  s'applique  à  un  nombre  quel- 
conque d'équations  de  degrés  quelconques;  mais  il  a  malheureusement 
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déterminant  auquel  on  peut  donner  la  forme 


et  par  une  propriété  connue  des  déterminants,  cette  ex- 
pression prend  la  forme 


I 

x« 

rt 

s* 

__ 

o 

Xt  —  ar. 

r.— jt 

«1  — «. 

o 

X^^Xt 

r>— r« 

*«  — «• 

o 

Jc«— «^ 

r»-^>"t 

a.  — *• 

et  encore 

«a  — *•   r«— r«    »t  — «• 

X,  —  Xt     Xt  --/•     «3  —  *• 

Consultez  Baltzer,  ouvrage  récemment  et  très-bien  tra- 
duit par  M.  Hoûel,  le  plus  élémentaire  et  le  plus  rigou-^ 
reux  qu'on  ait  publié  sur  les  déterminants  et  qui  contient 
l'historique  complet  de  cette  théorie,  indiquant  les  sour^ 
ces,  an  cachet  germanique  :  auteur,  tome,  page,- année. 
Baltzer  s'élève  avec  raison  contre  l'extravagante  profu- 
sion de  nouvelles  dénominations  introduites  par  MM.  Caj« 
ley,  Schlafly,  Sylvester>  et  qui  donnent  au  langage  ma- 
thématique l'air  de  la  philosophie  barbare  du  moyen  âge. 
Leibniz  a  créé  le  monde  inGailésimal  avec  ces  deux  mots, 
différentiel^  intégral.  Toutefois  cette  dernière  dénomi- 
nation est  de  son  illustre  disciple  Jean  Bernoulli.  Leibnis 
se  servait  du  mot  somme. 


expliqué  son  procéda  atee  ai  peu  d'élésance,  si  peu  d'ordre,  que  le  pro- 
cédé est  resté  inconnu. 


Bulletin  mathématique,  t.  VIII.  (Avril  i86i.} 
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Puisse  cette  tradactîoci  obtenir  de  la  vogue.  La  librai- 
rie a  besoin  d'acheteurs,  et  malheureusement  le  nombre 
est  bien  petit  en  France.  Dès  que  nous  avons  le  droit 
d'enseigner,  nous  n'étudions  que  les  livres  officiels,  con- 
formes. 
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SuK  LES  Astéroïdes,  d'après  M.  Lespiault,  professeur  à 
la  Faculté  de  Bordeaux. 

INous  croyons  devoir  dire  quelques  mots  de  l'écrit  in- 
téressant et  instructif  concernant  les  Astéroïdes,  que 
vient  de  faire  apparaître  M.  Lespiault.  Le  mérite  particu- 
lier de  cet  opuscule  n'est  pas  seulement  un  complet  déve- 
loppement historique  de  toutes  les  opinions  et  questions 
scientifiques  qui  ont  occupé  les  astronomes  depuis   la 
première  croyance  à  la  possibilité  d'un  astre  intermé- 
diaire entre  Mars  et  Jupiter,  mais  aussi  l'esprit  clairet 
philosophique  qui  le  distingue.  L'auteur  commence  par 
indiquer  l'argument  scientifique  qui  engagea  Kepler  à 
faire  cette  supposition.  Nous  voyons  également  ici  que 
tous  les  grands  événements  dans  le  domaine  des  décou- 
vertes physiques  ou  intellectuelles  se  préparent  petit  à 
petit  et  naissent  plutôt  par  un  besoin  depuis  longtemps 
senti,  dû  à  l'esprit  du  temps,  que  par  le  hasard  ou  par  la 
réflexion  d'un  penseur  qui  devance  soQ  siècle.  Nous  pou- 
vons même  regarder  des   hommes  tels  que  Kepler  et 
Newton  comme  ayant  heureusement  réalisé  les  idées  qui 
ont  agité  leur  siècle,  en  leur  imprimant  par  leur  profond 
génie  une  marque  immortelle.  A  l'histoire  de  la  décou- 
verte et  de  ses  phases  les  plus  essentielles,  M.  Lespiault 
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rattache  des  conjectures  sur  l^origîne  possible  de  ces  as- 
tres et  sur  la  recherche  sur  la  situation  des  points  remar- 
quables de  leurs  orbites.  L'auteur  trouve  à  l'aide  de  ses 
calculs  que  le  petit  nombre  des  propriétés  communes 
ne  suffit  pas  pour  donner  une  indication  sur  leur  mode 
de  formation.   L'exposé  simple   et   impartial,   écartant 
des    hypothèses   séduisantes,    est   digne  d'éloges.    Une 
bonne  esquisse  des  méthodes  qui  ont  été  appliquées  à 
la  solution  des  différents  problèmes  physiques  et  la  sta- 
tistique du  groupe  des  Astéroïdes  terminent  cet  opus- 
cule.  Nous  nous  permettrons  d'iudiqujer  ici  une  légère 
rectification.  Le   savant   directeur  de  l'observatoire  de 
Vienne  s'occupait  non-seulement  de  rechercher  la  dis- 
tance minimum  des  orbites  planétaires,  mais  encore  et 
principalement  de  leur  lieu  absolu  dans  l'espace;  et  il 
arrivait  à  ce  but  non  pas  en  faisant  la  projection  d'une 
orbite  sur  l'autre,  ce  qui  aurait  augmenté  considérable- 
ment le  travail,  mais  en  les  projetaot  toutes  sur  les  plans 
de  l'écliptique  et  du  colure  des  équinoxes.  En  terminant 
ces  lignes,  nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  formuler 
le  désir  que  de  tels  travaux  se  multiplient,  car  eux  seuls 
popularisent  la  science  et  relèvent  et  forment  Tesprit  du 
temps,  en  mettant  à  la  portée  de  tout  le  monde,  sous  une 
forme  à  la  fois  plastique  et  méthodique,  le  progrès  du 
dogme  abstrait.  Maurice  Lœwy  {^), 

Astronome  altacbé  à  l'Observatoire 
impérial  de  Paris. 


(')  Né  à  Vienne  le  i5  avril  i833.  Pourquoi  ne  pas  traduire  en  fran- 
çais le  délicieux  journal  de  Péters  intitulé  Aitronomie  populaire^?  Ce  se- 
rait plus  religieux  que  d'entretenir  le  peuple  mensuellement  de  men- 
songes sous  le  titre  fallacieux  de  légendes,  ou,  ce  qui  est  encore  pis,  de 
descriptions  passionnées  adressées  à  la  jeunesse.  Je  n'ai  pas  pu  trouver 
d'éditeurs  pour  cetie  entreprise,  qui  est  hors  de  la  sphère  coti/orme.  Th. 
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NiCOUkI    FàTII    DdIIXEBII,    R.    S.    S.,     LlKEiE    BRETISSIMI 
DESCEKSUS    IMVKSTXGAriO    GBOMBTRICA    DUPLEX,    CUl   ad- 

diu  est  investigatio  geometrica  solidi  rotundo  in  quo 
minima  fiât  resislentia.  Londini,  typis  R.  Eyeriogham. 
Prostant  apud  Johannem  Taylor,  ad  insignem  Navis, 
in  cœmeteriî  Divi  Pauli.  Ia-4  de  94  pages  et  i  planche 
de  6  figures,  MDCXQX. 

Ouvrage  excessivement  rare,  qui  fait  honneur  au  génie 
géométrique  éminent  de  Tauteur  et  contient  malheureu- 
sement le  germe  de  sa  dispute  avec  Leibniz  et  le  com- 
mencement de  cette  fatale  polémique  entre  les  Anglais 
et  les  Allemands  au  sujet  de  l'invention  des  nouveaux 
calculs,  polémique  si  funeste  aux  Anglais. 

Jean-Christian  Fatio^  frère  de  Nicolas»  était  aussi 
membre  de  la  Société  Royale  de  Londres  (R.  S.  S.)  el  le 
premier  qui  ait  mesuré  la  hauteur  du  mont  Blanc.  Ou 
possède  une  lettre  de  Nicolas  à  son  frère. 

Nicolas  est  né  en  i664)  ^u  château  de  Duillier,  situé 
près  de  Nyon  (Vaud);  on  ignore  la  date  précise  de  st 
mort.  On  a  de  lui  des  dissertations  astronomiques  insé- 
rées au  Gentlemen' s  Magazine. 

Esprit  insinuant,  persuasif,  il  sut  faire  apprécier  sou 
mérite  à  des  hommes  tels  que  Newton,  Huyghens,  ac- 
quérir leur  intimité,  devenir  leur  correspondant.  Son 
séjour  habituel  était  Londres,  et  il  faisait  de  fréquentes 
excursions  en  Allemagne.  Venu  à  Paris,  il  j  a  été  apprécié 
et  bien  accueilli.  C'est  en  1687  qu'il  s'introduisit  aujNrès 
de  Huyghens  et  lui  montra,  par  la  saLuiion  de  ({iiestioiis 
difficiles,  que  lui  Falio  était  très-versé  dans  leç  nouveaux 
calculs  fluxionnels,  auxquels  d'ailleurs  Huyghens  était 
complètement  étranger.  La  modestie  n'était  pas  la  qua- 
lité brillante  de  notre  Suisse.  En  1691,  il  écrit  à  Huy- 
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gbens  qu'il  éuit  iautile  de  demander  k  Newton  une  nou- 
velle édition  de  aes  Principia^  qu'il  s'en  chargerait  peut- 
être   lui*mème  y   et  Huyghens   met  sur   cette    lettre  : 
Heureux  Newton^  Dans  la  correspondance  de  Huyghens 
et  de  Leibniz,  tous  deux  disent  souvent  :  «  telle  est  Topi- 
nion  de  Newton  el  de  Fatio,  »  les  mettant  sur  la  même 
ligne.  On  voit  par  là  que  Leibniz  fait  aussi  grand  cas  du 
•  génie  de  Fatio.  La  brooille  commence  en  1691.  Fatio 
communiqua  à  Huyghens  des  observations  sur  Fintégra- 
tioQ  de  certaines  équations  différentielles,  mais  qui  n'ont 
lieu*  que  dans  certains  cas  particuliers.   Huyghens  en 
donna  la  nouvelle  à  Leibniz,  qui  témoigna  le  désir  de 
connaître  ces  observations,  et,  selon  l'usage  du  temps,  il 
offrit  en  échange  une  de  ses  méthodes  d'intégration.  Dès 
que  le  marché  fut  conclu,  Leibniz  envoya  son  procédé 
pour  ramener  les  difierentîelles  à  des  quadratures,  et  une 
quadrature  à  une  autre  quadrature,  méthode  encore  usi- 
tée aujourd'hui.  Huyghens,  qui  ne  voyait  pas  là  une  mé- 
thode directe  d'évaluer  ces  quadratures  dans  tous  les  cas 
(ce  qui  est  d'ailleurs  impossible),  s'écria  que  l'échange 
n'était  pas  suffisant^  el  qu'il  craignait  que  Fatio  ne  l'ac- 
cusât d'avoir  accepté  de  Leibniz  du  cuivre  en  échange 
de  l'or  de  Fatio  :  -/jpv^ia  yiakxtù.  Leibniz,  inventeur  du 
calcul  infinitésimal,  Uessé  de  cette  comparaison,  répon* 
dit  avec  hauteur  qu'il  ne  se  souciait  nullement  de  con- 
naître le  travail  de  Fatio,  et  qu'il  présumait  que  ce  tra- 
vail n'avait  trait  qu'à  certains  cas  particuliers,  et  pria 
Huyghens  de  ne  pas  communiquer  sa  méthode  à  Fatio  et 
de  garder  le  silence  sur  toute  cette  affaire.  C'est  ce  que 
Fatio  n'a  jamais  pardonné  à  Leibniz,  car  il  nourrissait 
l'espoir  flatteur  d'entrer  en  relation*  avec  un  géant  tel  que 
Leibuiz.  Depuis  ce  moment,  il  ne  cesse  dans  ses  lettres  à 
Huyghens  de  présenter  Leibniz  comme  un  plagiaire  de 
Newton  et  ayant  déguisé  son  larcin  en  adoptant  une 
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aulrc  uotatioQ ,  il  rappelle  sans  cesse  le  fameux  et 
malheureux  scolie  des  Principes  et  ajoute  que  si  Ton 
publiait  certaines  lettres,  il  en  résulterait  des  choses  fort 
désagréables  pour  Leibniz.  M.  Lefort,  dans  son  édition 
du  Commercium  epistolicum  (voir  Bulletin ^  t.  Il,  p.  1 13, 
i856),  a  anéanti  toutes  ces  calomnies,  et  le  procès  est 
jugé  en  dernier  ressort,  sans  appel  possible  pour  des  es- 
prits sans  prévention.  Il  me  semble  d'ailleurs  que  Newton  a 
généralisé  le  procédé  cinématique  de  Neper  pour  le  calcul 
des  logarithmes*,  fluxions,  fluents  sont  des  expressions 
cinématiques  ;  quant  à  la  notation  newtonienne,  elle  a 
retardé  en  Angleterre  de  plus  d'un  siècle  les  progrès  du 
calcul  infinitésimal.  Newton  était  homme  de  génie  phy- 
sicien, Leibniz  homme  de  génie  métaphysicien  :  de  là 
Timmense  supériorité  du  premier. 

BemouUi  (Jeau)  avait  proposé  à  Leibniz  le  problème 
de  la  plus  vite  descente,  disant  que  la  courbe  était  très- 
connue  des  géomètres,  mais  sans  la  nommer  [Opéra  ont- 
niay  t.  P**,  p.  i6i,  i65,  167,  26a,  3i5,  année  1696^  dans 
le  t.  m,  p.  4^4)  Bernoulli  donne  la  solution  complète  du 
problème) .  Leibniz  répond  qu'il  n'avait  pas  le  loisir  de 
s'occuper  de  ce  problème,  mais  qu'il  ne  doutait  pas  que 
son  frère  Jacques,  le  marquis  de  l'Hôpital  et  tous  ceux 
qui  possédaient  les  nouveaux  calculs  ne  parvinssent  bien- 
tôt à  trouver  la  solution.  Dès  lors  Fatio  s'indigna  de  ce 
que  Leibniz   n'avait   nommé  aucun  Anglais,   tels  que 
Newton,  de  Moivre,  etc.  Toutefois  Leibniz,  ne  parlant 
que  du  calcul  iuGnitésimal,  ne  pouvait  pas  nommer  les 
Anglais.  C'est  ce  qui  engagea  Fatio  à  paraître  au  grand 
jour  et  de  publier  en   1699  l'ouvrage  Lineœ  bres^issi- 
mi^  etc.^  et  d^où  date  }a  publicité  du  procès.  Fatio  résout 
le  problème  uniquement  par  la  géométrie  où  il  se  montre 
émineut  géomètre,  et  sans  employer  les  considérations  de 
Leibniz.  C'était  un  triomphe;  et  p.  18  il  déclare  ne  rien 
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devoir  à  Leibniz,  qui  serait  bien  fâché  si  l'on  publiait 
certaines  lettres,  et  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus. 

Ce  Suisse  était  de  ces  savants  biceps^  bonne  tète  pour 
la  science,  mauvaise  tête  pour  la  conduite.  S^étant  asso- 
cié à  des  camisards  ('*')  réfugiés  eu  Angleterre,  il  fut 
condamné  avec  eux  en  170^  à  Texposition  du  pilori,  ini- 
quité judiciaire  à  ajouter  à  tant  d'autres  qu'on  peut  re- 
procher aux  protestants,  prétendus  partisans  du  libre 
examen. 


NOTK  HISTORIQUE  DES  LATITUDES  CROISSANTES; 

Par  m.  V.  CAILLET, 

Examinateur  de  la  Marine. 


On  sait  que  Ton  attribue  au  prince  Henri,  (ils  de 
JeanI",  roi  de  Portugal,  Tinvention  faite  vers  Tannée  i4o(> 
des  cartes  plates,  dans  lesquelles  les  méridiens  et  les  pa- 
rallèles sont  représentés  par  des  lignes  droites  rectangu- 
laires et  éqiiïdis tantes.  On  admettait  que  sous  de  pa- 
reilles projections  les  loxodromies  devenaient  des  lignes 
droites,  et  cette  erreur  se  perpétua  jusqu'au  milieu  du 
siècle  suivant.  Je  trouve,  par  exemple,  une  carte  plate 
avec  tous  ses  défauts  dans  un  ouvrage  espagnol  assez  cé- 
lèbre, YArte  de  Nav^e gaz ^  -fubWé  en  i545  par  Pierre 
Médina,  et  dont  je  possède  la  traduction  italienne  faite 
en  i555  à  Venise. 


(*)  Courageux  protestants  des  Cévennes,  qui  prirent  résolument  les 
armes  après  Fhorrible  révocation  de  Tédit  de  Nantes  (i685)  qui  fit  sortir 
de  Fronce  3ooooo  hommes  de  conviction.  C'est  la  page  la  plus  sondante 
de  notre  histoire. 
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Ccst  seulement  en  i556  que  Mercator  publia  à  Fles- 
singue  une  première  carte  dans  laquelle,  tout  en  con- 
servant aux  méridiens  leur  équidistance,  on  avait  eu  soia 
d'écarter  de  plus  en  plus  les  parallèles  vers  les  pôles. 
Diaprés  quelle  loi  cet  écartpment  progressif  était-il  fait? 
C'est  ce  que  personne  ne  fait  connaître.  Peut-être  éuit- 
ce  une  simple  perspective  dans  le  genre  de  celle  que  Ton 
attribue  à  Wright  et  qui  n'est  exacte  que  pour  les  méri<> 
diens.  De  là  viendrait  alors  le  nom  de  projection  cylùu 
drique  donné  souvent  aux  cartes  marines. 

En  iSpo,  assure-t-on,  Judocus  Hondius  puUia  l'Atlas 
de  Mercator  diaprés  les  véritables 'principes,  qui  consis- 
tent à  maintenir»  par  toutes  les  latitudes,  entre  Tare  du 
parallèle  et  Tare  semblable  du  méridien,  le  même  rapport 
que  celui  qui  existe  sur  le  globe. 

Edouard  Wrigbt  réclama  Finvention  et  publia  en  iSpg 
son  ouvrage  dont  le  titre  est  :  Certmn  errors  in  naviga- 
tion detected  and  corrected.  Il  renferme  plusieurs  cartes 
réduites  et  fut  réimprimé  en  1610  et  en  1657  à  Londres. 
J^ai  eu  entre  les  mains  cette  dernière  édition,  qui  existe  â 
la  bibliolbèque  du  port  de  Brest.  Il  parait  qu'avant  1610 
Wrigth  employait  une  construction  graphique  dont  on 
retrouve  Tidée  assez  ingénieuse  dans  V Hydrographie 
du  père  Fournier,  p.  5i5  de  la  deuxième  édition.  Quand 
j'aurai  un  peu  de  temps  à  moi,  je  ferai  des  recherches  à 
ce  sujet  au  Dépôt  de  la  Marine,  où  je  trouverai  probable* 
ment  les  documents  précis  qui  me  manquent.  Eji  1610, 
Wright  donna  la  première  Table  de  latitudes  croissantes 
calculée  d'arc  en  arc,  en  faisant  la  somme  du  produit  de 
chaque  arc  par  la  sécante  de  sa  latitude  (ce  sont  les  par- 
ties méridionales).  Je  n*aî  pu  découvrir  à  qui  est  due  la 
première  expression  différentielle  de  ces  quantités,  dont 
l'intégrale  donne  immédiatement  la  valeur  rigoureuse 
pour  chaque  latitude. 
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En  1624^  Willebrod  Snellius,  dans  un  ouvrage  inti- 
tulé :  Tiphys  batauus.  siv^e  de  naviuni  cursïbus  et  de  re 
nauali,  traite  des  latitudes  croissantes  sans  soupçonner 
leur  application  aux  cartes  marines  ;  il  ignorait,  dit-on  (^), 
les  travaux  de  Wright,  et  le  même  reproche  s'adresse  à 
Fauteur  hollandais,  Metius  Adrianus,  qui  écrivait  eu 
i63i.  Ce  fut  cependant  vers  ce  temps,  assure  le  Père 
Fournier,  que  les  premières  cartes  réduites  furent  pu- 
bliées en  France,  au  port  de  Dieppe.  Les  traités  de  Snel- 
lius  et  de  Metius  existent  à  la  bibliothèque  de  Brest,  et  je 
m^a)>erçois  que  je  n'ai  pas  le  titre  de  ce  deruier,  mais  il 
serait  facile  de  le  retrouver  dans  les  catalogues  (^^)* 

Pendant  longtemps  on  ne  tint  aucun  compte  de  Tapla- 
tissement  de  la  terre ,  qui  d'ailleurs  était  mis  en  doute 
parmi  les  savants.  Quand  l'illustre  Pierre  Bouguer  partît 
en  1735  pour  son  voyage  au  Pérou,  il  ne  manqua  pas  de 
soupçonner  les  corrections  que  devaient  subir  les  lati- 
tudes croissantes  en  raison-  de  la  forme  de  la  terre,  et  il  a 
calculé  une  Table  de  ces  corrections  dans  son  livre  sur 
la  figure  de  la  terre.  IMLaupertuis,  qui  a  souvent  exploité 
le  savant  modeste,  a  aussi  considéré  les  loxodromies  sur 
le  sphéroïde  aplati  dans  son  Discours  sur  la  parallaxe  de 
la  lune^  publié  en  1741*  Il  a  eu  le  talent  de  faire  beau- 
coup de  bruit  de  son  vivant,  sans  avoir  dépassé  un  ni- 
veau scientifique  ordinaire. 

Il  parait  que  Maclaurin  s'est  occupé  de  ce  problème, 
mais  je  n'ai  pu  vérifier  le  fait  (***).  Il  en  est  de  même  de 
don  Jorge  Juan,  le  célèbre  auteur  de  ï Examen  mariiime^ 


(*)  A  la  fin  de  &on  Avis  au  Lecteur,  Snellius  cite  a?ec  éloge  Edouard 

Wright.  Les  Tables  de  Wright  devaient  être  bien  connues  en  Hollande, 

car  eUt»  ont  été  reproduites  par  Simon  Stévin  dans  son  Uypomnvmata 

maihematica,  dont  la  première  édition  est^de  1608.  (Prouhbt.) 

(**)  Primum  mobile.  Amstelod.,  4  ^oï*  in-4.  (P.) 

(**■)  Transactions  philosophiques,  17/11.—  Traité  des  fluxions,  i')l\\.  (P.) 
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traduit  par  Levèque,  qui,  au  dire  deMendoza,  aurait  donné 
dans  les  observations  de  son  voyage  (lequel?)  une  Table 

de  latitudes  croissantes  pour  T aplatissement  -7^« 

En  1 79 1  (  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  Tan- 
née 1793)  Mendoza  a  publié  la  première  Table  vraiment 
complète^  tant  sur  la  sphère  que  sur  le  sphéroïde  aplati 

de  :; — •  Elle  était  calculée  de  lo'  en  lo^  et  dans  son  vo- 

321 

lume  A  complète  collection  of  Tables  for  navigation 
and  nautical  astronomjr^  publié  en  i8o5,  il  Ta  repro- 
duite avec  une  disposition  différente,  mais  étendue  à 
chaque  minute  de  la  latitude.  H  n'a  pas  fait  connaître  les 
formules  dont  il  s'est  servi,  ce  qui  conduisit  Dubourget  à 
présenter  un  Mémoire  approfondi  sur  cette  matièi*e  au 
Bureau  des  Longitudes  en  1 803  ]  ce  Mémoire  est  inséré 
dans  les  Notes  de  son  Traité  de  Navigation^  et  c'est  là 
que  j'ai  vu  un  indice  concernant  Maclaurin.  Enfin,  De- 
lambre  a  donné  en  i8o3  [Connaissance  des  Temps  pour 
i8o4-i8o5  ou  pour  l'an  XIII)  des  formules  très-simples 
reproduites  dans  le  IIP  volume  de  son  Astronomie,  Ce 
sont  les  formules  que  j'avais  adoptées  dans  un  Cours  li- 
thographie à  l'Ecole  Navale,  du  moins  pour  la  latitude 
géographique,  et  de  là  on  passait  facilement  aux  latitudes 
géocentriques,que  les  cartes,  du  reste,  n'emploient  jamais. 


r 
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MimiTI^OI  KT  ALGKBM  US  GliNMS; 

Pae  m.  K.-L.  BIERNATZKI,  DocTBim  a  Bb&lih. 


CrslU,  tome  Lll,  page  Sg,  i8S6  (*]. 


Les  missionnaires  arrivèrent  en  Chine  an  commence- 
ment du  xTii*  siècle;  Ricci  (Matthieu),  mort  en  i6i4  à 
Pékin,  vint  le  premier,  et  ensuite  le  missionnaire  Shaal 
sous  le  premier  empereur  mandchoux  Taï-tsing  (i644)« 

Ferdinand  Yerbiest  vint  sous  Kang-hi  vers  i66a  (  )• 
Kang-hi,  savant  lui-même,  faisait  venir  aussi  des  hommes 
distingués  indigènes,  entre  autres  Mei-wuh-gan,deHwuy* 
tschan,  qui  rassembla  des  citations  d^anciens  auteurs 
chinois  pour  prouver  que  les  connaissances  apportées  par 
les  jésuites  sont  d*origine  chinoise.  U  composa  avec  l'em- 
pereur Kang-hi  un  livre  mathématique  nommé  Leuh^lei- 
yuen^uen. 

Dans  l'Introduction  de  cet  ouvrage,  après  avoir  re- 
connu le  mérite  de  Ricci,  Shaal,  Yerbiest,  on  demande 
d'où  ces  étrangers  ont  tiré  leurs  connaissances^  et  on  ré- 
pond qu'elles  ont  pris  naissance  dans  V Empire  du  Milieu 
et  se  sont  ensuite  répandues  au  delà  de  ses  frontières.  Les 
phénomènes  célestes  étaient  connus,  quoique  imparfaite- 
ment, dès  les  premiers  empereurs,  et  si  peu  de  choses  de 
ces  connaissances  sont  parvenues  à  la  postérité,  il  faut 
en  chercher  la  cause  dans  riucendie  de  la  plupart  de  ces 
livres,  ordonné  et  exécuté  (deux  siècles  avant  l'ère  vul- 


(*)  Extrait  du  SHaagœ  Àlmanaefor  1 853  ûnd  Miseelianf  pi  inled  Schanga. 
(*")  Verbiest,  né  à  Bruges  en  i63o,  mort  eu  Chine  en  1688,  Président  du 
Tribunal  de  Mathématiques,  astrouomei  rectifie  le  calendrier  chinois. 
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g&jre)  par  le  second  empereur  de  la  dynastie  des  Tsin^ 
nommé  Tsin-tchi-hoangti. 

Cette  catastrophe  eut  lieu  en  -^ai3,  parce  que  les 
lettrés  faisaient  de  Topposition.  C'est  le  premier  empe- 
reur qui  prit  le  nom  de  Hoang-ti^  qui  signifie  seigueur 
souverain,  titre  que  prennent,  depuis,  tous  les  empereurs. 
Auparavant  ils  prenaient  le  titre  de  heou^  prince,  y^angy 
roi,  ou  ti,  empereur.  Hoang-rii  était  contemporain  d^An- 
nibal  \  mais  heureusement  la  culture  chinoiae  avait  déjà 
exercé  une  heureuse  influence  sur  toute  la  terre  habitée, 
de  sorte  que  la  plupart  des  écrits  des  savants  chinois  fu» 
rent  traduits  dans  d'autres  langues  avant  Tincendie,  C^est 
de  là  que  ces  étrangers  paraissent  seuls  avoir  la  posses- 
sion de  sciences  qui,  dans  rorigioe,  étaient  la  pn^riétë 
des  Chinois. 

Quelque  risibles  que  soient  ces  prétentions  de  la  vanité 
nationale,  il  faut  pourtant  convenir  que  les  connaissances 
mathématiques  remontent  assez  haut.  La  première  men- 
tion d'un  ouvrage  sur  les  nombres  se  trouve  dans  l'ou- 
vrage Tung'kiri'kang-muh,  c'est-à-dire  Histoire  générale 
de  la  Chine»  On  y  lit  que  l'empereur  Hwang-tî  ( — aS'i'j) 
ordonna  A  son  ministre  Lischan  de  composer  le  km* 
tschang^  les  neu(  sectipns  de  l'Arithmétique.  Quoique 
la  date  as^gnée  i  cet  ouvrage  ne  soit  pas  bien  constatée, 
néanmoins  il  doit  être  très-ancien,  car  il  esc  toujours 
cité  comme  le  premier  en  ce  genre,  comme  la  base  delà 
science  des  calculs^ 

Le  célèbre  régent  sous  la  minorité  de  Tsching-wang 
(vers  — 1160)  est  auteur  d*un  écrit  sur  les  principales 
vérités  mathématiques.  C'est  un  dialogue  entre  lui  et 
un  personnage  considérable  nommé  Schang-kaou.  Le 
titre  est  Tschan-pi^  la  cuisse  de  Tschan.  La  raison  de 
cette  dénomination  est  qu'il  est  souvent  questiou  de  la 
hauteur  et  de  la  base  d'un  triangle,  que  les  Chinois 
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désignent  par  les  mots  jambe  et  cuisse.  Les  Grecs  ont 
aussi  les  dxeXoiy  jambes.  L'écrit  est  divisé  en  plusieurs 
sections.  La  première  est  un  extrait  et  présente  le  résumé 
de  tout  Touvrage. 

Voici  cette  première  section  : 

1 .  Tschan-king  dit  un  jour  à  Schang-kaou  :  J'ai  appris, 
seigneur,  que  tu  es  très-versé  dans  les  nombres  ]  je  vou- 
drais te  demander  comment  le  vieux  Fohi  a-t-il  établi  des 
d^rés  dans  la  sphère  céleste^  il  n^  &  pourtant  pas  de 
gradins  pour  monter  au  ciel,  et  on  ne  peut  appliquer  sur 
le  ciel  les  niveaux  et  les  mesures  usitées  sur  la  terre. 
C'est  pour  cela  que  je  désirerais  savoir  comment  il  est 
parvenu  à  établir  ces  nombres. 

2.  Scbang-kaou  répondit  :  L'art  de  compter  peut  se 
ramener  au  cercle  et  au  carré. 

3.  Le  cercle  doit  être  déduit  du  carré  [^Troîr  n°  19], 

4.  Le  carré  se  déduit  de  Tangle  droit  [c'est-à-dire  du 
triangle  rectangle,  Aeu-Au]. 

■ 

5.  L'angle  droit  repose  sur  neufunîfés  [probablement 
l^latif  au  triangle  rectangle  3,  4?  S*  où  Ton  a  4  +  S  =9]. 

6.  Si  l'on  décompose  un  angle  droit  [triangle  rec- 
tangle] dans  ses  parties,  la  droite  qui  unit  l'extrémité  des 
cuisses,  jambe  4  9  cuisse  3,  est  égale  â  5. 

7.  Si  l'on  fait  un  rectangle  avec  les  côtés  extérieurs, 
la  moitié  du  rectangle  est  égale  à  l'aire  du  triangle. 

8.  Si  l'on  ajoute  les  trois  côtés,  ou  a  pour  résultat  la 
somme  de  3,  4  et  5. 

9.  Le  carré  de  l'hypoténuse  a  5  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  petits  côtés. 
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iO.  Yu  ( —  si2o5)  a  rëubli  Tordre  dans  TEmpire  en 
réalisant  les  pensées  fondamentales  de  ces  nombres. 

11.  Tscban-king  s'écria  :  Comme  ce  système  numé- 
rique est  magnifique  !  Je  voudrais  maintenant  t'interro- 
ger  sur  les  principes  nécessaires  pour  l'emploi  de  Tangle 
droit. 

12.  Schang-kaou  répondit  :  L'angle  droit  est  formé  par 
trois  lignes  droites  non  courbées. 

13.  Elevé,  on  se  sert  de  l'angle  droit  pour  mesurer 
des  hauteurs. 

14.  A  l'inverse  aussi  pour  mesurer  des  profondeurs. 

15.  Au  moyen  de  l'angle  droit  posé  horizontalement, 
on  mesure  des  distances. 

16  Par  la  rotation  de  l'angle  droit,  on  forme  la  cir- 
conférence. 

17.  Le  carré  provient  de  la  liaison  d'angles  droits. 

18.  Le  carré  appartient  à  la  terre,  le  cercle  au  ciel; 
car  le  ciel  est  rond  et  la  terre  est  carrée. 

19.  Les  rapports  des  carrés  sont  des  mesures  fonda-  . 
mentales  *,  les  dimensions  du  cercle  se  déduisent  du  carré. 

20.  Le  plan  circulaire  représente  le  ciel;  les  couleurs 
célestes  sont  bleues  et  noires  et  les  couleurs  terrestres 
jaunes  et  rouges.  Le  plan  circulaire  est  constant  d'après 
les  rapports  numériques  célestes;  il  est  à  Textérieur  bleu 
et  noir,  à  l'intérieur  rouge  et  jaune  pour  représenter  les 
stations  célestes  et  terrestres  [se  rapporte  probablement 
n  la  description  d'un  instrument  ou  d*un  appareil  cos- 
mographique]. 

21 .  Celui  qui  connaît  la  terre  est  un  savant,  celui  qui 
connaît  le  ciel  est  un  sage.  Cette  connaissance  commence 
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avec  la  ligne  droite.  La  ligne  droite  est  une  partie  de 
Tangle  droit,  et  les  rapports  numériques  de  Tangle  droit 
sont  applicables  à  la  forme  de  tous  les  objets. 

2S.  Tscban-king  s'écria  :  En  vérité ,  cela  est  excel- 
lent. 

Après  l'incendie  des  livres  (— -ai3),  TÂrithmétique 
prit  un  nouvel  essor,  et  le  nombre  des  ouvrages  qui  en 
traitent  est  si  considérable,  que  Ténoncé  des  titres  pren- 
drait trop  de  place.  L'auteur  désigne  ici  les  traités 
principaux  :  un  en  —  loo,  deux  en  +  3oo,  un  en  +  43o 
et  un  en  +  700. 

G*est  vers  la  fin  du  vtn*  siècle,  sous  la  dynastie  des 
Tang,  que  les  études  mathématiques  indiennes  pénétrè- 
rent probablement  en  Chine  et  furent  apportées  par  un 
prêtre  bouddhiste,  Yihhing.  Sous  la  dynastie  des  Sung 
(+950  à  laSo)  parurent  plusieurs  savants,  entre  autres 
Tsin-kiu-ischaou,  qui  rédigea  vers  ia4û  le  Su-schou-kia- 
ischang  ou  Neuf  sections  de  Tart  numérique.  Pendant  la 
dynastie  des  Yueriy  vers  iSoo,  Ko*schan-king  améliora 
les  méthodes  de  calcul,  et  on  lui  attribue  l'introduction 
delà  trigonométrie  sphérique.  Les  Chinois  ayant  eu  à 
cette  époque  beaucoup  de  relations  avec  les  Arabes,  il 
est  possible  qu'ils  en  aient  emprunté  quelques  connais- 
sances mathématiques.  Sous  la  dynastie  des  Ming  (-f- 1368 
a  iS^S))  l'Arithmétique  fit  peu  de  progrès,  et  lors  de  l'en- 
trée des  jésuites  en  Chine,  il  durent  concevoir  une  idée 
médiocre  des  connaissances  des  Chinois  en  Arithmétique, 
et  les  savants  chinois  accueillirent  leurs  enseignements 
avec  admiration;  par  ce  motif,  ces  missionnaires  eurent 
accès  auprès  de  l'empereur  Kang-hi. 

M.  Biernatzki  fait  observer  que  les  Chinois  ont  le 
mérite  d'avoir  été  eux-mêmes  les  inventeurs  de  leur  sys- 
tème de  numération.  Leur  Swan^pan,  planche  à  calcu- 
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1er,  est  d'invention  reladvement  récente  ;  anciennement 
ils  se  servaient  d'entaiUes  faites  dans  des  bambous.  Leurs 
neuf  chiffres  figurent  évidemment  ces  entailles  : 

I  II  III  iiii  mil  1  ir  iir  mr 

1234        5678        9 

On  peut  aussi  renverser  ces  signes  :  écrire  y  pour  6,  ZZ 
pour  a,  etc. 

Les  autres  nombres  sont  représentés  par  des  valeurs  de 
position  données  aux  chiffres  écrits  à  côté  les  uns  des 
autres^  d'après  le  système  décimal,  comme  nous.  Cela 
s'est  fait  plusieurs  siècles  avant  que  Ton  eût  en  Europe 
soupçon  d^une  telle  théorie  et  avant  que  le  système  chif- 
fré des  Arabes  fut  imaginé.  L'exemple  suivant  de  sous- 
traction est  emprunté  à  Touvrage  de  Tsin-Liu-tschaou, 
mentionné  ci-dessus  : 

I  Sir  00      0   0   =  1470000 

""tx  IIII  1  X  =     64464 


I  =  o  Ë  mil  S  T  =  4o5536 

Dans  les  traités  les  plus  anciens,  on  ne  trouve  ni  ï ad- 
dition y  ni  la  soustraction.  On  suppose  cette  connaissance 
chez  le  lecteur-,  il  en  pst  de  même  chez  les  Arabes.  La 
multiplication  porte  le  nom  de  Koa-fa^  cela  veut  dire 
réunion  de  plusieurs  nombres  égaux,  et  la  division  porte 
le  nom  de  Kihn-fa^  qui  veut  dire  soustraction  successive 
du  même  nombre.  Ils  commencent  la  multiplication 
par  la  gauche  et  opèrent  la  division  par  des  soustractions 
successives. 

Passons  maintenant  à  l'analyse  de  Touvrage  fondamen- 
tal Kin-tschangy  Neuf  sections  de  T  Arithmétique.  II 
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contient  en  tout  2^6  'questions  distribuées  en  neuf  sec- 
tions, dont  chacune  forme  une  partie  de  rArithmé- 
tique. 

m 

La  première  section  porte  pour  titre  champs  carrés^  la 
seconde  V/^  et  argent,  la  troisiènie  partages  dwers^  etc. 
Nous  ne  donnons  pas  la  traduction  littérale,  mais  d'a- 
près la  terminologie  usitée  chez  nous. 

/''•  Section.  —  Fang-tien^  mesure  des  surfaces. 

Commence  par  l'explication  de  la  multiplication  et  de 
.la  division;  viennent  ensuite  des  questions  avec  les  indi- 
cations nécessaires  pour  l'évaluation  des  aires  de  diverses 
figures.  Pour  le  triangle,  on  donne  la  règle  de  multiplier 
la  base  par  la  moitié  de  la  hauteur.  L'auteur  donne  ces 
six  méthodes  pour  Faire  du  cercle  selon  le  degré  d'exac- 
titude qu'exige  la  question  : 

1°  r% 


3 


2*»  -  •  TT*  r  , 


3*  in^r^; 

12 

4*  î-3.4r'; 

"5"  7  •  2r.27rr; 

6»  3r». 

L'auteur  prend  tt  =  3. 

Les  commentateurs  du  Kiu-tschang  disent  que  Fau- 
teur connaissait  le  rapport  plus  exact  \  mais  la  question 
n'exigeait  pas  une  plus  grande  précision.  En  effet,  dans 
un  ouvrage  qui  date  de  la  fin  du  vi*  siècle,  on  trouve  le 
rapport  7 :  22,  et  chez  Liu-Hway^  auteur  plus  ancien,  le 
rapport  5o  :  157  qui  revient  à  tt  =  3,i4*  Pour  Taire  du 

Bulletin  mathématique^  t.  VUI.  (Juin  1862.)  6 


segment,  on  donne 

sinafi  —  cosa)-f-(i  —  cos^'i' 


1 


nous  supposons  r  =  i . 

//'  Section.  < —  Schuh-pu  ou  proportion.  Règles  pour 
trouver  la  valeur  du  riz  selon  Tespèce  et  la  qualité.  I>e 
H\vang'tsung^\nslT\xuïen\.  musical  a  vent,  ayant  la  forme 
d'un  tube,  sert  de  base  pour  indiquer  les  poids  et  les  me- 
sures. L'instrument  est  divisé  en  90  parties  égales  dont 
chacune  est  i  Fun  (ligne)  -,  loFun  font  i  Tsun  (pouce),' 
10  Tsun  font  I  Schih  (pied)^  le  tube  peut  contenir  1200 
grainsderiz.  10  tubes  remplis  font  un  Ho ^10  Ho  waSching^ 
notre  pinte  à  peu  près.  Ainsi  pour  les  mesures  de  lon- 
gueurs, on  a  la  division  décimale,  mais  pour  les  poids 
on  a  la  division  duodécimale.  Ainsi  les  1200  grains  de 
riz  pèsent  la  Tschu^  a4  Tschu  un  Leang^  notre  om«,  et 
16  Leang  un  Kin^  notre  livre. 

///'  Section.  —  Schwal-fun,  règle  de  société.  Par- 
tage de  biens  entre  plusieurs  personnes  ayant  des  parts 
différentes. 

JP^'  Section.  —  Schaou-hwang,  évolutions.  Extrac- 
tion des  racines  carrées  et  cubiques  ;  mêmes  règles  que 
chez  nous.  Applications  aux  parallélogrammes  et  aux 
parallélipipèdes;  point  de  puissances  supérieures  à  la 
troisième.  Les  nombres  portent  les  noms  des  figures, 
comme  chez  les  Grecs. 

V'  Section.  —  Schang-kung,  mesure  des  solides.  Cal- 
culs qui  se  présentent  dans  la  construction  des  édifices; 
problèmes  de  stéréotomie,  concernant  murs,  tours,  rem- 
parts, fossés,  grottes;  indications  pour  évaluer  les  pyra- 
mides, prismes,  cônes,  etc.;  problèmes  pour  mesurer  la 
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vitesse  de  divers  modes  de  voyager,  à  pied,  à  cheval,  en 
bateau,  etc. 

FI'  Section,  —  Keun^schuh,  règle  d'alliage.  Méthode 
pour  la  répartition  de  Timpôt  selon  que  Ton  prend  pour 
base  le  sol  ou  la  population  \  valeur  de  marchandises  de 
prix  divers  el  autres  questions  du  même  genre. 

Exemple  :  Une  cage  contient  des  lapins  et  des  faisans, 
en  tout  35  têtes  et  94  pieds;  combien  des  uns  et  des 
autres?  Réponse:  23  faisans  et  12  lapins. 

VII'  Section.  —  Yin^nuh,  excès  et  défaut. 

Exemple  :  Un  certain  nombre  de  commerçants  achè- 
tent un  certain  nombre  de  marchandises  ;  si  chaque  com- 
merçant donnait  i  Kasch^  il  y  aurait  3  Kasch  de  trop, 
et  si  chacun  donnait  7  Kasch ^  il  y  en  aurait  4  de  moins  ; 
combien  y  avait-il  de  commerçants  et  de  marchandises? 
Réponse  :  7  commerçants  et  53  marchandises. 

VIII'  Section.  —  Fang-tsclung^  équations.  Une  ex- 
plication sur  l'emploi  du  plus  [Tsching)  et  du  moins 
(Fu)^  et  dans  une  série  de  dix-huit  questions,  on  montre 
comment  à  Taide  d'équations  on  peut  par  des  quantités 
connues  trouver  les  inconnues. 

Etemple  :  5  bœufs  et  2  moutons  coûtent  10  Taëls  en 
or,   a  bœufs  et  8  moutons  coûtent  8  Taëls ^  combien 

chaque  bœuf  et  chaque  mouton?  Réponse  :  un  bœuf  1  — 

20 
Taël  et  chaque  mouton  —  de  Taël. 

IX'  Section. — Keu-ku,  trigonométrie.  Contient  vingt- 
quatre  questions  sur  le  triangle  rectangle  et  solutions  au 
moyen  du  triangle  rectangle. 

I""  Exemple  :  Un  roseau  croît  au  milieu  d'un  étang 
carré  de  10  pieds  de  côté  et  dépasse  Teau  de  i  pied;  en 
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pliant  le  roseau,  son  extrémité  atteint  juste  le  bord; 
quelle  est  la  profondeur  de  Teau?  Réponse  :  la  pieds. 

Le  problème  consiste  à  trouver  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle,  connaissant  un  c6té  (5)  et  la  difle- 
rence  (i)  des  deux  autres  côtés. 

//'  Exemple,  Un  bambou  haut  de  lo  pieds  est  planté 
sur  un  sol;  on  casse  l'extrémité,  on  amène  le  bout  cassé 
jusqu'au  sol  et  alors  les  deux  extrémités  sont  éloignées  de 
3  pieds  ;  quelle  est  la  longueur  de  la  partie  enlevée?  fié- 

ponse  :  4  — . 

^  20 

Ici,  dans  un  triangle  rectangle,  on  connaît  la  base  (3) 
et  la  somme  de  deux  autres  côtés  (3)'. 

(La  suite  prochainement.) 
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cision du  Ministre  de  P Instruction  publique  et  des 
Cultes  en  date  du  22  août  iSSp.)  In-8-,  1861.  Chez 
Mallet-Bachelier,  libraire.  —  Prix  :  4  francs. 

Le  Traité  complet  d'Arithmétique  que  M.  Serret  a  pu- 
blié il  y  a  déjà  un  certain  nombre  d'années  avait  paru, 
à  cause  de  son  étendue  et  de  la  profondeur  de  certaines 
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théories,  difficile  à  éludier,  même  pour  les  candidats  aux 
écoles  supérieures.  L'ouvrage  dont  nous  allons  parler, 
déjà  parvenu  à  sa  troisième  édition  et  autorisé  depuis 
longtemps,  est  beaucoup  plus  élémentaire,  comme  l'in- 
dique son  titre;  mais  il  peut  suffire  même  pour  des  études 
plus  spéciales  que  celles  auxquelles  il  semble  destiné. 

Les  changements  introduits  dans  cette  nouvelle  édition 
ne  portent  que  sur  des  détails  d'une  importance  secon- 
daire^ mais  ce  qu'il  faut  louer  sans  réserve  dans  celle-ci 
comme  dans  les  précédentes,  c'est  le  style,  qualité  la  plus 
importante  peut-être  quand  il  s'agit  d'exposer  une  science 
dont  les  matières  et  même  les  méthodes  ne  peuvent  guère 
varier  :  aussi  nous  pouvons  assurer  qu'en  parlant  de  la 
clarté  du  style,  nous  n'employons  pas  une  formule  ba- 
nale, comme  cela  se  fait  quelquefois.  Cette  clarté 
n'exclut  pas  une  concision  qu'on  aurait  tort  de  recher- 
cher dans  une  leçon  orale. 

Le  point  de  vue  sous  lequel  l'auteur  présente  la  divi- 
sion revient  en  réalité  et  avec  raison,  à  celui  qui  est  in- 
diqué en  peu  de  mots  dans  l'extrait  du  plan  d'études  re« 
latif  à  l'arithmétique,  morceau  très-remarquable,  que  l'on 
aime  à  trouver  en  tête  de  cette  troisième  édition. 

L'auteur  explique  les  fractions  décimales  périodiques 
par  une  méthode  généralement  employée  aujourd'hui, 
c'est-à-dire  en  considérant  une  fraction  négligeable  : 
mais  ce  raisonnement  étant  admis  pour  les  périodes  sim- 
ples, il  n'aurait  pas  été  nécessaire  de  le  renouveler  pour 
les  périodes  mixtes,  qui  dérivent  des  précédentes  :  peut- 
être  même  serait-il  plus  simple  de  réduire  directement 

en  périodes  les  fractions  -j  — 9  etc.,  comme  le  faisait 

9    99 

M.  Vernierj  mais  du  moins  M.  Serret  traite  complète- 
ment la  question,  ce  qui  ne  se  fait  pas  dans  louies  les 
Arithmétiques  modernes. 
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Quant  aux  approximations,  Fauteur  s'éloigne,  autant 
que  le  permettent  les  Programmes  et  surtout  les  exigences 
des  examens,  des  subtilités  inutiles  que  le  plan  d'études 
signale  dans  beaucoup  d^ouv rages  :  en  réalité,  il  suffirait, 
à  propos  des  erreurs  relatives,  de  montrer  comment  on 
peut  les  conclure  des  erreurs  absolues,  et  réciproque- 
ment. Nous  croyons  aussi  que  la  seule  explication  claire 
et  naturelle  de  la  division  abrégée  consisterait  à  la  pré- 
senter comme  l'inverse  de  la  multiplication  abrégée. 

Sans  pousser  plus  loin  ces  observations  de  détail,  nous 
terminerons  en  observant  que  cette  nouvelle  édition  est 
augmentée  de  la  Table  des  Logarithmes  à  5  décimales, 
de  I  à  loooo,  et  surtout  en  signalant,  à  la  Gn  de  chaque 
chapitre  et  sous  le  titre  de  questions  proposées,  une  sé- 
rie très- remarquable  d'exercices  aussi  intéressants  que 
variés,  quoiqu'ils  ne  roulent  que  sur  la  pure  arithmé- 
tique. Ch.  Housel. 


Cours  ns  Mathématiques  ,  à  Tusage  des  candidats  à  FE- 
cole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures  et  de  tous  les 
élèves  qui  se  destinent  aux  écoles  du  Gouvernement; 
par  M.  Charles  de  Comberousse.  3  vol.  in-8  avec  figures 
dans  le  texte.  Chez  Mallet-Bachelier,  libraire. 

Tome  I"  :  Arithmétique,  Algèbre  élémentaire,     7  fr.  5o  c. 

Tome  II  :  Géométrie  plane.  Géométrie  dans  Vespace,  Com- 
plément de  Géométrie,  Trigonométrie,  Complément  d* Al- 
gèbre (avec  figures  dans  le  texte) 10  fr. 

(  Chaque  volume  se  verni  séparément,  )  —  Le  tome  lll  est 
sous  presse. 

La  préface  de  cet  ouvrage  nous  a  tout  d'abord  favora- 
blement disposé.  L'auteur  y  montre  peu  de  goût  pour  les 
Programmes,  et  désapprouve  l'idée,  assez  admise  pour- 
tant, de  mutiler  la  science  pour  l'enfermer  dans  un  cadre 
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officiel.  Il  pense  aussi  que  Tutilité  industrielle  des  mathé- 
matiques n'est  pas  la  seule,  ni  la  plus  haute,  et  préfère 
celle  qui  regarde  le  perfectionnement  de  Pintelligence. 
Ces  opinions-là  pourront  paraître  excentriques  ou  suran- 
nées à  certains  esprits  ;  nous  n 'en  pensons  pas  moins  leur 
devoir  tout  notre  assentiment. 

En  parcourant  ce  nouveau  Cours  de  Mathématiques^ 
on  aperçoit  facilement  la  pensée  dominante  qui  en  a  di- 
rigé la  composition.  Avant  tout,  M.  de  Comberousse  s'est 
efforcé  d'être  clair  et  complet.  Nous  devons  reconnaître 
que  presque  toujours  il  y  a  réussi.  Ce  succès  tient  surtout 
à  deux  causes.  La  première  est  une  mise  en  œuvre  habile 
des  matériaux  épars  çà  et  là  dans  la  foule  des  publica- 
tions  provoquées  par  les  concours  aux  Ecoles.  Un  com- 
merce assidu  de  Tauteur  avec  les  meilleurs  travaux  de  ses 
devanciers  semble  avoir  mis  dans  ses  mains  toutes  leurs 
améliorations  de  détail,  dont  son  ouvrage  devient  en 
quelque  sorte  le  répertoire.  En  second  lieu,  ces  éléments 
d'un  bon  livre  ont  subi,  avant  d'être  employés,  le  con- 
trôle de  l'expérience  personnelle  et  d'une  pratique  réflé- 
chie   de   l'enseignement  dont  rinfluence   est   visible  à 
chaque  page.  De  là  ce  soin  constant,  presque  minutieux, 
dans  la  recherche  des  transitions  qui  font  passer  Télève 
d'une  vérité  à  l'autre  par  des  nuances  presque  insensibles. 
Adversaire  de  Timprévu  dans  les  raisonnements  comme 
dans  les  énoncés,  l'auteur  s'efforce  toujours  d'y  substi- 
tuer la  génération  logique  et  Tenchainement  naturel  des 
idées.  C'est  là  un  des  traits  les  plus  saillants  du  livre.  Si 
le  perpétuel  souci  des  liaisons  semble  fastidieux  aux  in- 
telligences d'élite,  qu'une  espèce  d'intuition  porte  rapi- 
dement d'un  principe  à  ses  conséquences  même  éloignées, 
les  esprits  ordinaires,  et  c'est  là  ce  qui  importe,  ailront 
tout  lieu  de  s'en  applaudir. 

Il  ne  suffit  pas  à  l'auteur  d'avoir  satisfait  à  ces  deux 
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conditions  essentielles  d'un  bon  iravail  didactique,  la 
clarté  et  la  simplicité.  Comme  il  n'a  pas  moins  de  répu- 
gnance pour  rincomplet  que  pour  Timprévu,  il  a  soin  de 
donner  à  chaque  théorie  Tétendue  et  les  justes  développe- 
ments qu'elle  comporte.  II  sait  qu'autant  les  idées  géné- 
rales et  les  vues  d'ensemble  ont  d'attrait  pour  Tesprît, 
autant  les  notions  tronquées  et  sans  lien  le  rebutent,  et 
que  le  meilleur  moyen  pour  répondre  aux  questions  d^uit 
programme,  c'est  d'en  avoir  franchi  les  limites.  Aussi  les 
remarques  et  même  les  théories  complémentaires  appa- 
raissent-elles en  foule  dans  ce  Cours.  Sans  entrer,  à  cet 
égard,  dans  une  énumération  ou  trop  longue  ou  trop  in- 
complète, nous  nous  bornerons  à  dire  que  ces  additions, 
réunies  en  groupes  distinctsou  disséminées  dans  Touvrage, 
lui  donnent  un  caractère  d'utilité  très-générale.  Dans  les 
deux  volumes  parus,  nous  trouvons  des  Traités  complets 
d'Arithmétique,  de  Géométrie,  de  Trigonométrie  et  d'Al- 
gèbre, remplissant  et  dépassant  même  les  conditions  du 
Programme  pour  V admission  à  V École  Polytechnique. 
Chacun  d'eux  constitue  une  œuvre  fort  estimable  par  le 
fonds  même  et  le  développement  des  idées. 

La  rédaction,  nous  devons  le  reconnaître,  est  moins 
irréprochable.  Le  plus  ordinairement  naturelle  et  sim- 
ple, il  arrive  parfois  qu'elle  pèche  par  l'impropriété  des 
termes,  et  compromet  ainsi  cette  clarté  si  précieuse  et 
d'ailleurs  si  habituelle  à  l'auteur.  Nous  ne  saurions  ap- 
prouver, par  exemple,  la  plupart  des  préliminaires  degéo- 
métrie^  la  définition  de  cette  science  et  ce  qui  regarde  les 
dimensions.  Nous  voyons  bien,  pour  cette  dernière  no- 
tion, que  l'auteur  demeure  fidèle  à  ses  bonnes  habitudes, 
en  cherchant  à  la  rattacher  à  des  idées  connues  et  fami- 
lières, mais  nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  possible  d'al- 
lier  la  clarté  avec  la  rigueur,  en  plaçant  de  pareilles  con- 
sidérations au  début  de  la  géométrie. 
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La  justesse  de  la  pensée  souffre  quelquefois  des  négli- 
gences de  langage.  Par  exemple,  on  lit  à  la  page  4^  ^^ 
second  volume  :  «  L'emploi  d'une  série  divei^ente  ne 
»  présente,  en  général,  aucune  utilité.  »  C^est  aucune 
sûreté,  aucune  légitimité  qu'il  fallait  dire.  Tout  le  monde 
professe  aujourd'hui  sur  ce  point  l'opinion  que  l'illustre 
Abel  formulait  ainsi  :  «c  Avec  une  série  divergente,  on 
n  prouve  tout  ce  qu'on  veut,  l'impossible  aussi  bien  que 
)i  le  possible.  » 

Malgré  des  imperfections  qui  s'arrêtent  presque  tou- 
jours à  la  forme,  l'ouvrage  de  M.  de  Comberousse  n'en  offre 
pas  moins  aux  élèves  de  précieuses  ressources.  La  plus 
avantageuse  peut-ètre>  dont  nous  n'avons  encore  rien  dit, 
consiste  en  un  grand  nombre  de  questions  heureusement 
choisies,  nettement  développées  ou  données  comme  exer« 
cices  au  lecteur.  Elles  contiennent  une  foule  d'indications 
pratiques  et  de  renseignements  bons  à  connaître.  Comme 
elles  ont  fréquemment  pour  objet  des  problèmes  qui  se 
rattachent  aux  travaux  publics  et  à  l'industrie,  elles  justi- 
fient pleinement  la  destination  particulière  de  ce  G>urs, 
tout  en  offrant  un  véritable  intérêt  à  tous  ceux  qui  veu- 
lent étudier  sérieusement  les  mathématiques.  Nous  ne 
devons  pas  oublier,  à  propos  de  problèmes,  de  mention- 
ner un  excellent  chapitre  destiné  à  guider  Télève  dans  la 
solution  des  questions  de  géométrie.  Emprunté  principa- 
lement à  l'intéressant  travail  de  M.  Paul  Serret  sur  les 
méthodes^  il  fournit  une  énumération,  incomplète  sans 
doute,  mais  suffisante  et  bien  présentée  des  procédés  que 
le  géomètre  met  en  usage,  et  les  exemples  qui  en  mon- 
trent l'application  sont  choisis  et  exposés  avec  un  grand 
soin.  C'est  là,  croyons-nous,  une  innovation  dans  les  élé- 
ments de  la  géométrie,  et  nous  pensons  qu'elle  ajoute  un 
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prix  réel  à  Tonvrage  recommandable  de  M.  de  Com- 
berousse*  F.  FaBnsr, 

Professeur  à  la  Faculté  de  Lyon. 


Tables  de  Logarithmes  a  civq  décimales  pour  les  kom- 
BRES  ET  les  LIGNES  TRiGOROMÉTRiQUEs,  suivies  des  Loga- 
rithmes d'addition  et  de  soustraction  ou  Logaritliraes 
de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles^  par  M.  /. 
Hoûel^  ancien  élève  de  TEcole  l^ormale.  In-8;  i858. 
{V introduction  de  cet  ouvrage  dans  les  Écoles  publi- 
ques est  autorisée  par  décision  du  Ministre  de  Vin* 
struction  publique  et  des  Cultes  en  date  du  ^^  août 
iSSg.)  Chez  Mallet- Bachelier.  —  Prix  :  a  fr. 

Nous  regrettons  que  ces  Tables  de  Logarithmes  à  cinq 
décimales,  publiées  en  i858^  ne  nous  aient  pas  été  con- 
nues plus  tôt;  mais  leur  mérite  nous  fait  un  devoir  d'en 
donner  une  analyse  détaillée.  On  sait  que  les  logarithmes 
à  cinq  décimales  sont  suffisants  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  pour  lesquels  des  Tables  avec  plus  de  décimales  se- 
raient beaucoup  moins  commodes.  Mais  il  faut  alors  que 
les  petites  Tables  soient  disposées  de  telle  sorte  qu'elles 
puissent  fournir  tout  le  degré  d'exactitude  que  comporte 
leur  étendue.  Nous  croyons,  sans  exagération,  que  les 
Tables  que  nous  annonçons,  et  qui  se  distinguent,  par  des 
dispositions  toutes  particulières^  des  autres  Tables  à  cinq 
décimales,  offrent,  sous  le  rapport  de  l'exactitude  qu'elles 
permettent  d'atteindre,  le  nec  plus  ultra  dans  l'état  actuel 
des  choses.  Dans  l'Avertissement,  l'auteur  lui-même  an- 
nonce, avec  beaucoup  de  modestie,  sesTables  comme  étant 
principalement  une  reproduction  des  Tables  de  Lalande; 
mais  il  indique  ensuite  sept  points  par  lesquels  les  deux 
Tables  diffèrent.  Nous  ne  reproduirons  pas  ces  indications 
de  lauteur,  mais  nous  allons  résumer,  autant  que  nous 
le  permet  l'étendue  de  notre  Bulletin,  les  principaux  points 
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qui,  selon  noiis^  recommandent  ces  Tables  à  rattention  du 
public. 

La  Table  des  Logarithmes  des  nombres  est,  comme 
celle  de  Lalande,  à  simple  entrée,  et  Ton  y  a  supprimé  lès 
caractéristiques,  qui  sont  ^out  à  fait  inutiles.  Cette  dispo* 
sition  nous  semble  bien  préférable  k'  celle  des  autres 
Tables  à  cinq  décimales  (telles  que  cdles  d'Attgust)>  qui 
sont  à  double  entrée.  La  disposition  à  simple  entrée  fa- 
cilite Fusage  des  Tables,  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  revenir 
du  logarithme  au  nombre 

Dans  les  Tables  trigonométriques,  on  trouve  des  Tables 
des  parties  proportionnelles  des  différences,  qui  par  leur 
étendue,  leur  commodité  et  leur  exactitude,  offrent  au 
calculateur  des  facilités  que  l'on  ne  rencontre  dans  aucune 
autre  Table  de  ce  genre. 

Le  format  de  ces  belles  Tables  est,  il  est  vrai,  un  peu 
grand,  mais  nullement  incommode,  des  Tables  du  genre 
de  celles-ci  étant  destinées  à  prendre  place  sur  un  bureau 
et 'non  dans  la  poche.  L'impression  en  est  distincte  et 
claire,  et  le  papier  très-convenable. 

Nous  résumerons  notre  jugement  en  disant  que  ces 
Tables  méritent  le  premier  rang  parmi  toutes  les  Tables 
k  cinq  décimales  que  nous  connaissions  jusqu^ci  ;  qu'elles 
offrent  un  grand  nombre  de  dispositions  propres  à  l'au- 
teur, et  utiles  sous  beaucoup  de  rapports  à  l'exactitude 
des  calculs  ;  qu'elles  renferment  tout  ce  que,  dans  l'état 
actuel  de  la  science,  on  peut  demander  pour  faciliter  et 
abréger  autant  que  possible  les  calculs  numériques,  en  se 
tenant  dans  l'étendue  des  Tables  à  cinq  décimales  ^  et  que 
l'Introduction  contient  beaucoup  de  pages  instructives, 
que  l'on  ne  trouve  pas  dans  d'autres  Tables,  et  qui  sont 
propres  à  l'auteur. 

Nous  recommanderons  donc  expressément  ces  Tables  à- 
nos  écoles  d'Allemagne,  et  nous  désirerions  vivement  que 
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M.  MaUet^Bachelier  se  décidât  à  en  publier  une  édition 
ayec  introduction  en  allemand,  comme  il  peut  scîjU  le  faire 
au  point  de  vue  commercial.  Que  Tauteur  reçoive  de  nou- 
veau nos  sincères  remerciments  pour  cet  excellent  opus- 
cule, qui,  depuis  qu'il  nous  est  connu,  ne  nous  quitte  plus 
dans  nos  travaux^ersonnels,  et  a  pris  place  auprès  des 
Tables  i  six  décimales  de  Bremiker  et  des  Tables  a  sept 
décimales  de  Scbrôn.  '  GB.UHBaT. 


Théorie  et  ipplicàtioit  des  DÉTEamirÀnTs,  avec  l'iiidi- 
cATiON  DES  SOURCES  ORIGINALES,  par  le  doctcur  Richard 
Baltzer,  professeur  au  Gymnase  de  Dresde.  Traduit  de 
l'allemand  par  M.  Hoûel^  docteur  es  sciences.  In-8, 
1861,  de  xn-236  pages.  Paris,  Mallet-Bachelier,  im- 
primeur-libraire. —  Prix  :  5  fr» 

Le  Traité  de  M.  Baltzer  se  distingue  des  ouvrages  écrits 
sur  le  même  sujet  par  un  plan  sagement  conçu  et  babile- 
ment  exécuté.  L'auteur  a  séparé,  avec  raison,  les  prin- 
cipes généraux  et  leurs  applications.  Une  première  section 
est  consacrée  à  l'exposition,  suivant  la  métbode  syntbé- 
tique,  telle  qu'on  la  rencontre  chez  les  anciens,  des  pro- 
priétés fondamentales  des  déterminants  et  des  algorithmes 
auxquels  elles  servent  de  base.  Une  seconde  section  com- 
prend les  applications  à  Talgèbre,  à  l'analyse  et  à  la  géo- 
métrie. Par  cette  division  judicieuse,  M.  Baltzer  a  rendu 
plus  visible  Tenchainement  des  principes,  en  même  temps 
qu'il  donnait  à  chaque  sujet  d'application  un  plus  complet 
développement. 

On  sait  que  la  t{iéorie  des  déterminants  a  donné  lieu  à 
la  création  d'une  foule  de  dénominations  nouvelles,  dont 
quelques-unes  paraissent  indispensables,  mais  dont  la 
plus  grande  partie  s'applique  à  des  objets  dont  l'impor- 
tance n'exigeait  pas  une  désignation  spéciale.  Sur  ce  point, 
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et  nous  ne  pouvons  que  Tapprouver,  M.  Baltzer  fait  une 
profession  de  foi  très-explicite  :  «  Dans  le  choix  des  no- 
talions  et  des  dénominations  relatives  k  cette  théorie,  j'ai 
cru  devoir  user  de  la  circonspection  la  plus  minutieuse, 
parce  que,  sans  cela,  les  nouvelles  mathématiques  mena- 
cent de  devenir  inintelligibles  à  cause  de  Fextravagante 
profusion  de  termes  nouveaux  qui  fait  invasion  dans  leur 
vocabulaire.  » 

Comme  Fouvrage  de  M.  Baltzer  aura  plusieurs  éditions, 
nous  croyons  qu'il  ferait  bien  de  donner  les  énoncés  de 
plusieurs  des  propositions  sur  les  déterminants  qui  n'ont 
pas  pu  trouver  place  dans  son  travail,  soit  à  cause  de  leur 
peu  d'importance  théorique,  soit  parce  qu'elles  se  ratta- 
chent à  des  théories  à  peine  ébauchées.  Nul  mieux  que 
M. Baltzer  ne  peut  faire,  dans  les  recueils  scientifiques,  un 
choix  d'excellents  exercices  propres  à  fournir  au  lecteur 
l'occasion  de  se  fortifier  dans  la  théorie  et  même  d'y  faire 
quelques  nouveaux  progrès. 

M.  Hoûel  a  traduit  la  Théorie  des  Déterminants  avec 
le  talent  et  la  conscience  qui  distinguent  tous  ses  travaux. 
Inutile  d'ajouter  que  la  partie  typographique  ne  laisse 
rien  à  désirer  (*).  Prouhet. 

TRlrrÉ     ÉLÉMENTAIRE     DE     CaLCUL    DIFFÉRENTIEL    ET    DE 

Calcul  intégral;  par  5.--F.  Lacroix,  6"  édition, 
revue  et  augmentée  de  Notes  par  MM.  Heimite  et 
J,'A,  Serret,  membres  de  l'Institut,  a  vol.  in-8  avec 
planches.  i86i-i86a.  Paris,  Mallet-Bachelier,  impri- 
meur-libraire. —  Prix  :  i5  fr* 

Cette  nouvelle  édition  d'un  ouvrage  estimé  tire  son 


(*)  L'imprimerie  Mallet-Bacbelier,  dirigée  par  M.  Bailleul,  depuis  iSZg, 
vient  d'obtenir  une  médaille  {fn-ice  medal)  à  l'Exposilion  universelle  de 
Londres. 
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prix  des  Notes  dont  MM.  Hermite  et  Serret  l'ont  enri-* 
chîe,  et  qui  mettent  le  Traité  de  Lacroix  au  niveau  des 
progrès  de  la  science.  Un  ouvrage  de  ce  genre  se  prêtant 
difficilement  à  l'analvse,  nous  nous  contenterons  de  don- 
ner  un  extrait  de  la  table  des  matières,  extrait  suffisant 
pour  faire  comprendre  le  service  rendu  à  renseignement 
par  MM»  Hermite  et  Serret. 

Note  de  M.  Hermite.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  Propriétés  communes  aux  fonctions  circulaires 
et  elliptiques.  —  De  la  périodicité  dans  les  fonctions  cir- 
culaires et  elliptiques.  —  Définition  des  fonctions 
6x,  H  (x)  :  leur  expression  en  produits  et  en  séries.  — 
De  deux  formes  principales  que  peuvent  prendre,  parmi 
une  infinité  d'autreâ,  les  fonctions  0,  H,  etc.  —  Proprié- 
tés des  fonctions  0  et  H;  définition  de  sinamx,  cosamx, 
Aamx.  —  Addition  des  arguments.  Théorème  d'Abel. — 
Sur  les  fonctions  de  seconde  et  de  troisième  espèce.  —  Des 
fonctions  de  M.  Weierstrass.  —  Développement  des  fonc- 
tions elliptiques  en  séries  simples  de  sinus  et  de  cosinus. 

Notes  de  M.  Serret.  —  I.  Sur  quelques  points  du  cal- 
cul différentiel  et  du  calcul  intégral  (Formules  de  Mac- 
laurin,  Taylor,  Lagrange,  passage  des  différences  finies 
aux  différentielles). —  II.  Sur  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  —  III.  Sur 
quelques  formules  nouvelles  et  leur  application  à  la  théo- 
rie des  lignes  et  des  surfaces  courbes.  —  IV.  Sur  les  inté- 
grales eulériennes. — Sur  l'évaluation  approchée  du  pro- 
duit 1 . 2 . 3 ...  or,  lorsque  x  est  un  très-grand  nombre,  sur 
la  formule  de  Stirling  et  sur  les  nombres  de  Bemoulli. 

Prouhet. 
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GJLLCUL   DES   VARIATIONS. 

EtJLER.  Methodus  inueniendi  lineas  cwvas  maximi 
minimive  proprietate  gaudentes.  Lausanne,  1744* 

Lagkakge.  Théorie  des  fonctions  analytiques,  i*"*  édi- 
tion, in-4;  Paris,  1797*  a*  édition;  Paris,  i8i3.  3*  édi- 
tion par  J.*A.  Serret;  Paris,  1847» 

Lageange.  Essai  sur  le  calcul  des  fonctions,  Paris, 
1808. 

PoissoK.  Mémoires  de  l'Institut  de  France,  U  XII. 
Paris,  i833. 

Jagobi.  Journal  fur  Matheniatik^  Crelle,  t.  XYII. 
Berlin,  1837. 

OsTKOGRADSKT.  Mémoires  de  V Académie  de  Saint^ 
Pétersbourgy  1. 1"  et  III.  Saint-Pétersbourg,  i838. 

Delaun AT.  Journal  de  r École  royale  Polytechnique, 
XXIX'  cahier.  Paris,  i843. 

Sarrus.  Mémoires  présentés  par  diuers  sav^ants  à 
V Académie  des  Sciences,  t.  X.  Paris,  1848. 

Delaunat.  Journal  de  Mathématiques  de  Liouuille, 
t.  VI.  Paris,  i84i. 

SrRATJcn.  Théorie  und  auwendung  der  variations 
calcul.  Zurich,  1849* 

Jelett.  Calculus  of  variations.  Dublin,  i85o. 

ScHOLLBACH.  Problème  der  variations  Rechnung  ^ 
Crelle,  t.  XLI,  p.  293;  i85i. 

(Extrait  du  Treatise  on  infinitésimal  calculas....  by 
Bartholomew  Price.  Oxford,  i854;  t.  II,  p.  a34, 
a'  édition.  Ouvrage  clair,  complet,  rigoureux,  sans  ces- 
ser d'être  élémentaire.  ) 

Il  faut  ajouter  à  cette  liste  : 

MoiGNo  (Pabbé).  Leçons  de  calcul  différentiel  et  de 
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calcul  intégral}  t.  IV,  Calcul  des  variations^  in-8,  i86i. 
Le  savant  disciple  de  Cauchj  a  rendu  plos  expressive 
la  notation  de  Sarrus.  On  en  rendra  compte.        Tm. 


ARITHMÉTIQUE  POUTIQIIB^ 

Par  m.  0ETING£R, 

Professeur  à  runiveraité  de  Fribourg  (Brisgau). 


Dans  le  t.  XXXVI  (p.  189-264  etp.  267-322)  da/our- 
nal  de  Grunert^  ce  professeur  complète  sa  notice  his- 
torique (y oir  Nouvelles  Annales,  t.  XX,  p.  441;  1861), 
et  tout  le  reste  est  consacré  à  faire  voir  que  Féquité  exige 
qu'on  calcule  par  intérêt  composé  lorsqu'il  s*agit  d'an- 
nuité, et  que  le  créancier  est  lésé  lorsqu'on  calcule  par 
intérêt  simple;  démontré  analjtiquement  et  aussi  par  de 
nombreuses  applications  numériques ,  qui  ôtent  toute  es- 
pèce de  doute.  Il  est  vrai  que  le  droit  romain  défend  de 
prendre  T intérêt  des  intérêts  :  objection  de  nulle  impor^ 
tance;  on  n'est  pas  tenu  d'obéir  servilement  k  ce  droit; 
d'ailleurs  on  peut  regarder  l'intérêt  comme  faisant  désor- 
mais partie  du  capital,  et  il  n'y  a  pas  lieu  kVanatocùmus 
(interusuram)  ;  l'ouvrage  de  Mangold  est  .toujours  omis. 

Le  t.  XXXVII  (p.  125  â  204)  traite  dans  toute  son 
étendue  et  sous  toutes  les  formes  que  présentent  les  em- 
prunts contractés  par  les  gouvernements  et  mérite  une 
traduction. 

La  question  traitée  p.  1 28  du  t.  XXXVII  présente  pour 
la  France  un  intérêt  actuel  :  il  s'agit  de  convertir  un  ca- 
pital à  p  pour  100  en  un  autre  capital  de  9  pour  100;  la 
théorie  des  obligations  trentenaires  est  encore  à  faire. 

Tm. 
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DOCUMENTS 


RELATIFS 


A  LA  VIE  ET  AUX  TRAVAUX 

SCIENTIFIQUES  OU  LITTÉRAIRES 


DE 


Jean-Baptiste  BIOL 


Né  à  Paria  le  ai  avril  1774;  canonnier  volontaire  au  9*  bataillon  do  la 
Seine-Inférieore  (18  septembre  1792  )  ;  rentré  dans  ses  foyers  après  la  ba- 
taille de  Boudschoote  (9  septembre  i7i)3  );  élève  des  Ponts  et  Chaussées 
(8  janvier  1704);  élève  de  rEcole  Polytechnique  et  chef  de  brigade  (5  no- 
vembre 1794)»  rentré  &  PEcoIedes  Ponts  et  Chaussées  (aa  octobre  i7Q5); 
professeur  de  mathématiques  à  l'Ecole  Centrale  du  département  de  TOise 
(1 3  mars  1797)  ;  eiaminatonr  d'admission  à  PEcole  Polytechnique  (39  sep- 
tembre 1799)1  A  continué  cette  fonction  jusqu'en  1806;  prpfesseurde  phy- 
sique matoématique  au  Collège  de  France  (a5  novembre  1800);  aslro- 
Dome  adjoint  du  Bureau  des  Longitudes  (18  septembre  1806);  professeur 
à  l'Athénée  (i8o3  à  1806);  chargé  par  le  Bureau  des  Longitudes,  conjoin- 
tement avec  Arago.  de  continuer  la  mesure  du  méridien  en  France  «t  en 
Espagne  (août  1000);  chargé  par  le  Bureau  des  Longitudes,  conjointement 
avec  M.  Mathieu,  de  déterminer  la  longueur  du  pendule  à  Bordeaux  ( août 
1808);  professeur  d'astronomie  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  (18  avril 
1809);  docteur  es  sciences  (5  août  1809);  chevalier  de  la  Légion  d^hon- 
neur  (ordonnance  royale  du  3o  août  1814);  chevalier  de  la  Légion 
d'honneur  (décret  impérial  du  8  avril  18 15);  chargé,  à  la  Faculté  des 
Sciences,  de  l'enseignement  de  la  partie  de  la  physique  relative  h  l'acous- 
tique, au  magnétisme  et  k  Toptique  (de  1816  à  i8a6);  rédacteur  du 
Journal  des  Savants  (6  mai  1816)  ;  membre  du  conseil  de  perfectionnement 
de  l'Ecole  Polytechnique  (^3  septembre  1816),  de  1817  a  i8ai;  chargé  par 
le  Bureau  des  Longitudes  d'aller  mesurer  le  pendule  en  Ecosse  et  aux 
Iles  Shettland  (1817);  envoyé  à  Dunkerqae,  conjointement  avec  Arago, 
pour  déterminer  la  latitude  concurremment  avec  une  Commission  anglaise 
(1818);  inspecteur  des  études  des  Écoles  royales  militaires  de  Saint-Cyr 
et  de  la  Flèche,  de  1821  à  i83o;  chevalier  de  l'ordre  de  Saint- Michel 
(qi  juillet  1821);  membre  du  jury  central  de  l'exposition  des  produits  de 
rindustrie  (iSi'i)  ;  officier  de  la  Légion  d^honneur  (1 1  août  i833)  ;  envoyé 
par  le  Bureau  dos  Longiiudes  en  Ulyrie  et  aux  Iles  Baléarea  pour  déter- 
miner la  longueur  du  pendule  à  secondes  sur  divers  points  du  parallèle 
moyen,  et  mesurer  à  nouveau  le  pendule  et  la  latitude  k  l'extrémité 
australe  de  l'arc  d^Espagne  (i8i4-x8a5)  ;  astronome  titulaire  du  Bureau 
des  Longitudea(i8i5);  membre  du  jury  pour  l'admission  des  élèves  aux 
Ecoles  l'oly technique  et  de  Saint-Cyr  (i8i5);  rappelé  aux  fonctions  de 
professeur  d'astronomie  à  la  Fauoltc  des  Sciences  (18  mars  ib26);  doyen 
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de  la  Faculté  des  Sciences  (aa  mai  1840);  membre  doCootail  aeadémiqae 
(19  juin  1840);  mis  à  la  retraite  comme  professeur  à  la  Pacullé  des 
Sciences,  et  nommé  proresseur  honoraire  (2  mars  1849);  commandettr 
delà  Légiob  d^honneur  (3  mai  1849);  chevalier  de  Tordre  (de  Prusse) 
pour  le  mérite  dans  les  seiences  et  les  arts  (16  août  i85o  ). 

Membre  correspondant  de  ta  Société  Philomathiqae  de  Paris  (3  ami 
1707);  associé  de  la  Section  de  Géométrie  de  PInstitut  de  France 
(  35  novembre  1800);  membre  de  la  Société  Philomatbiquede  Paris  (a  fé* 
vrier  1801];  membre  de  Tlnstitut  de  France,  Section  de  Gtéométrie 
(1 1  avril  i8o3);  membre  correspondant  de  TAcadémie  des  Seiences,  Let- 
très  et  Arts  de  Turin  (4  mars  i8ot  }t  membre  non  résident  de  la  Société 
des  Sciences,  Lettres  et  Arts  de  Nancy  (8  mars  1806);  membre  eorres-> 
pondant  de  PAcadémtedes  Sciences  de  Lacques  (a5  juillet  1806);  mem- 
bre correspondant  de  PAcadémie  royale  des  Seiences  de  Munich  (6  avril 
1808);  membre  honoraire  de  la  Société  des  Antiquaires  d^Ecosae  (9  dé- 
cembre 181 4);  membre  de  la  Société  royale  de  Londres  (16  a\rit  181 5); 
membre  de  J^ Académie  royale  des  Sciences  de  Stockholm  (i9)uio  1816  j; 
citoyen  libre  du  bourg  d"*  A  berdeen  (9  Juillet  1817);  membre  honora  ire  de 
la  Société  pour  Pavancement  desSciences  naturelles  de  Marbourg(i3  sep» 
tembre  1817);  membre  honoraire  de  la  Société  Médico-Chirurgicale 
d^Aberdeen  (qo  novembre  1817);  docteur  en  droit  civil  et  en  droit  canon 
de  PUniversité  d'Aberdeen  (i^  décembre  1817);  membre  honoraire  de 
PAcadémie  impériale  des  Seiences  de  Saint-Pétersbourg  (  5  mai  1818); 
membre  correspondant  de  PAcadémie  des  Sciences  de  Naples  (10  avril 
1818);  membre  correspondant  de  PAcadémie  royale  de  Lacques  (i5  aoât 
1818);  membre  bonoraire  de  PAcadémie  de  Wilna  (18  janvier  1819 V, 
membre  de  la  Société  Philosophique  de  Cambridge  ^34  avril  i8ao); 
membre  de  PAcadémie  royale  de  Berlin  (3  juillet  loao);  membre  de  la 
Société  Helvétique  des  Sciences  naturelles  (a8  juillet  i8ao);  membre  ho- 
noraire de  la  Société  royale  pour  IVncouragement  des  Sciences,  des 
Liettres  et  des  Arts  d^Arras  (t8  janvier  182^);  membre  de  PAcadémie 
Américaine  des  Arts  et  Sciences  de  Boston  (ai  août  i8a2^;  membre 
étranger  de  la'Société  Italienne  des  Sciences  iH&sidantà  Modéne'(iQ  no- 
vembre 183a);  membre  honoraire  de  la  Société  Météorologique  de  Lon- 
dres (3o  juillet  i8aj);  membre  honoraire  de  PAcadémie  des  Sciences  na- 
turelles de  CataneftiS  juin  i8a5^;  membre  non  résidant  de  PAeadémie 
des  Sciences  et  Belles-Lettres  de  Palerme  (i*>^  octobre  18^7);  membre 
étranger  de  PAeadémie  de  Palerme  f  3  février  i8a8);  membre  honoraire 
de  i^Académie  royale  de  Messine  (3  janvier  1829);  membre  de  la  Société 
pour  Pavancement  des  Sciences  naturelles  de  Halle  (3  juillet  1809); 
membre  de  la  Société  royale  Astronomique  de  Londres  (i3  avril  i83a); 
membre  de  la  Société  royale  des  Sciences  d^Upsal  (18  octobre  i836}; 
membre  bonoraire  de  la  Société  littéraire  et  philosophique  de  Saint- 
Andrevrs,  Ecosse  (aGmsi  i838);  membre  correspondant  de  la  Société 
littéraire  et  historique  de  Québec  (20  juillet  1839);  honoré  de  la  médaille 
de  G.  Copley  (18)0);  membre  libre  de  PAcadémie  des  Inscriptions  et 
Belles- Lettres  de  France  (i84i);  membre  honoraire  de  la  Société  litté- 
raire et  philosophique  de  Manchester  (18  avril  i8i3);  membre  corres- 
pondant de  PAcadémie  royale  de  Milan  (8  août  io44);  membre  de  la 
Société  Académique  de  POise  (t845);  membre  correspondant  de  PAcadé- 
mie  pontificale  des  Lincei,  de  Rome  (Qo  novembre  i85o);  membre  corres- 
pondant do  1^ Académie  des  Sciences  de  Bologne  (4  juin  i85t);  membre 
de  PAcadémie  Française  (i856);  membre  correspondant  do  PAeadémie 
des  Sciences,  Lettres  et  Arts  de  Venise  (ai  décembre  i852);  membre 
correspondant  de  PAcadémie  rovale  des  Sciences,  Lettres  et  Arts  de  Mo- 
dène  (30  décembre  i858);  académicien  étranger  poar  la  classe  physico- 
mathématique  de  PAcadémie  royale  des  Seiences  de  Turin  (8  janvier 
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i86o);  membre  étranger  de  l^Aeadémie  impériale  des  Science»  de  V  ienne 
(a6  mai  1860);  membre  correspondant  de  PÂcadémiedes  Sciences  natu- 
relles de  Cherbourg  (i5  janvier  1861). 

Mort  à  Paris  le  3  février  1862. 


CATALOGUE 

DES  MÉMOIRES  ET  ARTICLES  INSÉRÉS  DANS  DIVERS  RECUEILS 

OU  PUBUCATIONS  PÉRIODIQUES. 


10  MLLBTni  n  U  80C1BTB  niLMATIItVB  (!'•  SIUI). 

I.  Considérations  sur  les  équations  aux  différences  mêlées;  décembre 

1799.  »•  li- 
ft. Mémoire  sur  rintégratlon  des  équations  différentielles  et  sur  les 
snr&cos  vibrantes  ;  octobre  1800. 

5.  Sur  la  théorie  da  comte  RumPord  relative  à  la  propagation  de  la 
chaleur  dans  les  fluides;  août  1801,  t.  ill. 

4.  Sur  quelques  propriétés  de   Pappareil   galvanique  (en  commun 
avec  Fr.  Cuvier);août  1801. 
K.  Sur  le  mouvement  du  fluide  galvanique;  septembre  i8of . 

6.  Sur  les  mouvements  des  substances  odorantes  placées  sur  Peau  ; 
septembre  1801. 

7.  Sur  la propsgation  du  son;  juin  1803. 

8.  Sur  les  courbes  tautochrones  ;  avril  i8o3. 

9.  Quelle  est  rinfluenoe  de  Foxydation  sur  la  colonne  électrique  de 
VolU;  juillet  i8o3. 

iO.  Sur  les  pierres  météoriques;  août  i8o3. 

II.  Sur  la  loi  mathématique  de  la  propagation  de  la  chaleur  ;  Juillet  1804. 

ttt.  Sur  les  variations  du  magnétisme  terrestre  à  différentes  latitudes 
(en  commun  avee  Humboldt);  octobre  1804. 

15.  Sur  la  formation  de  Peau  par  la  compression^  et  sur  la  nature  de 
rétincelle  électrique;  décembre  ioo4< 

2«  SSUI  OU  NOUVEAU  MILLETHI. 

14.  Sur  rinfluence  de  Thumidité  et  de  la  chaleur  dans  les  réfractions  ; 
août  i8o7y  1. 1^. 

Itf .  Sur  Panalyse  eomparée  de  Tarragonite  et  du  carbonate  de  chaux 
rhomboldal  (en  commun  avec  Thenard  )  ;  14  septembre  1807. 

16.  Sur  la  prodocllon  du  son  dans  les  vapeurs;  novembre  1807. 

17.  Expériences  sur  la  mesure  du  pendule  k  secondes,  sur  différents 
points  de  l^arc  du  méridien  compris  entre  Dunkerque  et  rile  de  Formen- 
teni;  août  1808. 

18.  Sur  les  réfractions  extraordinaires  qui  s^observent  très-prés  de  llio- 
riion  ;  8  août  1808. 

19.  Sur  la  propagation  du  son  à  travers  les  corps  solides,  et  à  travers 
Pair  dans  des  tayauz  cylindriques  trèa*allongés  ;  7  novembre  1808. 

HO.  Sur  rattftction  des  sphéroïdes;  mars  i8ia>  t.  lU. 
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31.  Sur  de  nouveaux  rapports  entre  la  réflexion  et  la  polarisation  de 
la  larolère;  !*■'  juin  181Q. 
89.  Suite  du  précédent  Mémoire;  iSjuin  1813. 

85.  Sur  un  nouveau  genre  de  besicles  inventé  par  Wollaston;  sep- 
tembre 181 3. 

84.  Nouvelle  application  de  la  théorie  des  oscillations  de  la  lamière; 
a7  décembre  181 3,  t.  IV. 

8iS.  Sur  les  propriétés  physiques  que  les  molécules  lumineuses  acquit 
renl  en  traversant  les  cristaux  doués  de  la  double  réfraction  ;  23  mai  i8i4> 

86>  Découverte  d^une  différence  physique  dans  la  nature  des  forces  po- 
larisantes de  certains  cristaux;  25  avril  i8i4* 

87.  Sur  un  mode  particulier  de  polarisation  qui  s^observe  dans  la  tour- 
maline; janvier  i8i5. 

88.  Sur  la  nature  des  forces  qui  produisent  la  double  réfraction  ;  jan- 
vier i8i5. 

89.  Lettre  de  M.  Brewster  à  M.  Biot,  et  Note  de  M.  Biot;  janvier  t8i5* 

30.  Expériences  de  MM.  Brewster  et  Biot  sur  les  larmos  bataviques; 
avril  181 5. 

31.  Sur  une  loi  remarquable  qui  s^observe  dans  les  oscillations  des 
particules  lumineuses,  lorsqu'elles  traversent  obliquement  des  lames 
minces  de  chaux  sulfatée  ou  de  cristal  de  roche  taillées  parallèlement  à 
Taxe  de  cristallisation;  28  juin  i8i5. 

38.  Sur  une  manière  dUmiter  artificiellement  les  phénomènes  des  cou- 
leurs produites  par  Taciion  des  lames  minces  de  mica  sur  des  rayons  po- 
larisés; 39  mai  181 5. 

35.  Phénomènes  de  polarisation  suecessive,  observés  dans  des  fluides 
homogènes;  35  octobre  i8i5. 

54.  Rapport  sur  un  Mémoire  de  MM.  Dulonget  Petit,  relatif  aux  lois 
de  la  dilatation  des  solides,  des  liquides  et  des  fluides  élastiques,  à  toutes 
les  températures;  juin  i8i5. 

5tf.  Sur  la  loi  de  Newton  relative  à  la  communication  de  la  chaleur; 
a8  décembre  i8i5,  t.  V. 

56.  Sur  le  développement  des  forces  polarisantes  par  la  pression  ;  jan- 
vier 1816. 

37.  Recborcbes  sur  la  diffraction  de  la  lumière  (en  commun  avec 
M.  Pouillet)  ;;mar8  1816. 

58.  Nouvelles  épreuves  sur  la  vitesse  inégale  avec  laquelle  Télectricité 
circule  dans  divers  appareils  électromoteurs  j  mai  1816. 

59.  Sur  le  jeu  des  anches  ;  juin  1816. 

40.  Comparaison  du  sucre  ot  de  la  gromme  arabique  dans  leur  adioa 
sur  la  lumière  polarisée;  juillet  1816. 

41.  Construction  d*un  colorigrade;  a  septembre  1816. 

48.  Observations  qui  prouvent  Pindépendanee  absolue  des  forces  pola- 
risantes qui  font  osciller  la  lumière,  et  de  celles  qui  la  font  tourner; 
septembre  1816. 

45.  Remarques  sur  les  sons  que  rend  un  tuyau  d^orguc  rempli  succès* 
sivement  de  diftërents  gaa;  novembre  1816. 

44.  Nouvelles  expériences  sur  le  développement  des  forées  polarisantes 
parla  compression,  dans  tous  les  sens  des  cristaux:  janvier  1817. 

45.  Sur  la  cristallisation  du  mica;  janvier  18189 1*  VI. 

46.  Sur  la  cristallisation  du  sucre  de  canne  ;  février  1818. 
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47.  Sur  un  perfectionnement  du  colorigrade ;  j5  juin  1818. 

48.  Sur  rulilité  des  lois  de  la  polarisation  de  la  lumiôre  pour.manf- 
fester  l'existence  et  la  nature  des  systèmes  cristallins;  31  juin  1818. 

49.  Nouveaux  faits  sur  la  polarisation  de  la  lumière;  août  1818. 

KO.  Sur  quelques  résultats  scientifiques  des  observations  faites  dans 
Texpédition  anglaise  au  Pôle  Nord;  novembre  1818. 

[SI.  Sur  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  observée  à  Unst,  la  plus 
boréale  des  lies  Snettlandj  1819. 

IS9.  De  l'influence  que  la  réfraction  ordinaire  et  la  réfraction  extraor- 
dinaire exercent  sur  Tabsorption  des  rayons  lumineux,  dans  leur  passage 
à  travers  ceruins  corps  cristallisés  ;  juin  181g. 

i$5.  Sur  la  diversité  des  couleurs  qu'offrent  certains  minéraux,  lorsque 
lea  rayons  lumineux  les  traversent  en  différents  sens  ;  septembre  181  g. 

IS4.  Sur  une  nouvelle  propriété  qn^acquièrent  les  lames  de  verre,  quand 
elles  exécutent  des  vibrations  longitudinales  ;  17  janvier  i8ao. 

KH.  Sur  les  lois  de  la  double  réfraction  et  de  la  polarisation  dans  les 
corpa  régulièrement  cristallisés;  agmai  181g,  t.  Vil. 

156.  Sur  la  double  réfraction  de  l'euclase  et  de  la  topaxe  jaune  du  Brésil  ; 
i8ao. 

157.  Examen  optique  de  la  structure  cristalline  du  kannelstein  (  Essonile 
deHaûy);  i8ao. 

158.  Sur  la  structure  de  la  substance  verte  qui  se  trouve  dans  les  cavités 
de  la  maMC  de  fer  natif  découverte  en  Sibérie  par  PaIlA«  ;  1820. 

159.  Surl'apophyllite;  i830. 

60.  Sur  la  longueur  absolue  du  pendule  à  secondes,  mesurée  en  Angle- 
terre et  en  Ecosse  par  le  procédé  de  Borda,  etc.  ;  juillet  1820. 

20  GOIPTES  RKNBDS  HEBDOMADAHIES  DES  SEANCES 
DE  L'ACADÉMIE  DES  SOENCES. 

Tome  !•%  1835. 

61.  Moyen  de  déterminer,  à  Taide  des  méthodes  optiques,  les  mélanges 
ou  lea  combinaisons  chimiques  ;  p.  66. 

62.  Sur  une  relation  très>simple  qui  existe  dans  les  solutions  d'acide 
tartrique  entre  leurs  proportions  constituantes  et  leur  densité;  p.  34o. 

63.  Sur  les  propriétés  moléculaires  de  l'acide  tartrique;  p.  4^7. 

64.  G)mposition  de  Pair  dissous  dans  l'eau  puisée  à  diverses  ^profon- 
deurs. —  Instrument  destiné  à  puiser  de  l'eau  à  de  grandes  profondeurs; 
p.  4>o,  4i6. 

Toux  II,  1836. 

6IS.  Méthodes  mathématiques  et  expérimentales  pour  discerner  les 
mélanges  et  les  combinaisons,  etc.;  p.  53. 

66.  Sur  la  polarisation  des  rayons  calorifiques  (en  commun  avec  Mel- 
Ioni);p.  ig4. 

67.  Sur  un  Mémoire  de  Puissant  relatif  à  uno  nouvelle  détermination 
de  la  longueur  de  l'arc  compris  entre  les  parallèles  de  Moutjouy  et  do 
Formentera  (en  commun  avec  Arago);  p.  45o. 

68.  Examvn  comparatif  du  sucre  de  mafs  et  du  sucre  de  betterave^ 
p.  464. 

CB.  Sur  une  nouvelle  relation  physique  entre  les  éléments  des  corp» 
naturels  et  leaaffectiona  propres  des  divers  rayons  simples;  p.  540. 
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70.  Sur  OD  Btémoire  de  Fretnel  ;  p.  5^,  565. 

71.  Sur  les  acides  Urlrovinique  et  UrtrométliyUqae;  p.  6io. 

ToHB  111,  1836. 

7^  Sur  les  réfractions  astrooomiqaea  ;  p.  337,  âo^* 

75.  Sur  la  coostilntioD  de  Patmosphère  terrestre;  p.  5^7. 
74.  Sur  le  météore  pértodiqae  da  i3  noTembre;  p.  66S. 

ToHB  IV,  1837. 

78.  Sor  des  flears  de  jacinthe  blanc  injectées  ea  ronge  par  le  sue  de 
phyti»laca;p.  12. 

76.  Sur  des  matières  pierreuses  qui  ont  été  employées  en  Càinecomne 
substances  alimentaires  ;  p.  3oi . 

77.  Sur  la  correspondance  de  Newton  et  de  Flamsteed;  p.  35o. 

78.  Exposé  historique  de  Tordre  dans  lequel  les  phénomènes  de  la  po- 
larisation circulaire  ont  été  successivement  découTCrts  et  étudiés;  p.  917. 

Tome  V ,  1837. 

79.  Déplacement  du  plan  de  polarisation  dans  Tintérleur  des  liquides, 
p.  668. 

80.  Sur  plusieurs  points  fondamentaux  de  mécanique  chimique;  p.  729, 
767,  856. 

81.  Sur  la  différence  physique  qui  existe  entre  Tamidon  et  la  dexirine; 
p.  90^' 

ToiB  VI,  1838. 

89.  Sur  le  calcul  des  réfractions  atmosphériques;  p.  7t. 

85.  Fin  du  Mémoire  sur  plusieurs  points  de  mécanique  chimique; 
p.  i53. 

84.  Sur  la  Traie  constitution  physique  de  ratmobphère  terrestre; 
P-  390,  479- 

88.  Sur  des  formules  relatiTes  au  Yolume  de  la  rapeur  en  fonction  de 
la  pression  seulement;  p.  389,  609. 

86.  Sur  la  constitution  comparée  de  Tatmosphère  sous  le  parallèle  de 
Paris  et  à  Téquateur  ;  p.  679. 

87.  Sur  remploi  de  la  lumière  polarisée  pour  manifester  la  différence 
des  combinaisons  isomériques  ;  p.  663* 

88.  Sur  les  hauteurs  relatlTcs  des  signaux  terrestres,  conoloes  de  leurs 
distances  zénithales  réciproques;  p.  840. 

Ton  VU,  1838. 

89.  Discussion  avec  Puissant  sur  le  sujet  précédent;  p.  q3,  253,  agi, 
543,848,1038. 

90.  Sur  un  moyen  de  puiser  de  Peau  de  mer  à  de  grandes  profondeurs; 
p.  3o3. 

ToMB  VIII,  1839. 

91.  Sur  Tapplication  du  calcul  des  probabilités  k  une  question  de  géo- 
désie; p.  1^4»  ^7* 

98.  Sur  les  déeouTertes  photographiques  de  MM.  Daguorro  ei  Talbel; 
p.  6,  173,  345,  a46,  3oa,  409. 
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95.  Sar  rezifttenoe  d'one  condition  phytique  qui  assigna  à  l'^atnios- 
phère  terrestre  une  limite  qu^olle  ne  peut  dépasser;  p.  69»  91;  et  t.  IX, 
1839,  p.  174. 

94.  Sur  la  nature  de  la  radiation  émanée  de  l'étincelle  électrique  (en 
commun  avec  M.  Becquerel);  p.  aaS. 

9S'  Sur  la  nature  des  radiations  qui  excitent  la  phosphorescence; 
p.  369,  3i5. 

96.  Sur  la  théorie  des  substitutions  chimiques;  p.  53o,  623. 
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Mémoires,  à  des  articles  ou  à  des  ouvrages  spéciaux.  Paurai  ainsi  atteint 
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F.  LEFORT. 
Ptrii,  le  n  mal  1862. 
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NOTIGI  SUR  U  TIE  ET  LES  TRAYADX  D  OLRY  TERQUEI. 


Terquem  (Olry)  naquil  à  Metz  le  1 6  juin  178a.  Sa  fa- 
mille, qui  professait  la  religion  israélite,  s'était  établie 
depuis  longtemps  dans  cette  yille  et  y  avait  acquis  par  le 
négoce  une  honorable  aisance*,  mais  le  père  d^Olry, 
ayant  prêté  a  des  émigrés  des  sommes  qui  ne  purent  lui 
être  remboursées,  vit  sa  fortune  considérablement  ré- 
duite, ce  qui  ne  Tempècha  pas  de  donner  a  ses  enfants 
une  éducation  convenable. 

Olry  (^),  comme  tous  les  enfants  israélites  de  l'époque, 
passa  son  enfance  dans  une  école  où  Ton  enseignait  ex- 
clusivement la  langue  bébraïque.  Cet  enseignement  con- 
sistait dans  la  lecture  du  Rituel  ;  puis,  lorsque  Tenfant 
lisait  couramment,  ce  qui  demandait  plusieurs  années 
d'exercice,  on  le  mettait  à  la  traduction  de  la  Bible.  On 
traduisait  mot  à  mot,  sans  indication  des  lois  grammati- 
cales, que  d'ailleurs  le  maître  ignorait  lui-même.  La  tra- 
duction se  faisait  en  patois  messin  israélite,  sorte  de 
mélange  d'allemand,  de  polonais,  de  gascon  et  de  mots 
dénaturés,  jusque-là  que  presque  toutes  les  voyelles  avaient 
été  tl^ansposées  à  dessein,  afin  d'avoir  un  langage  incom- 
préhensible aux  autres  peuples  avec  lesquels  les  juifs 
avaient  des  rapports  de  commerce.  Il  n'entrait  jamais 
dans  Técole  ni  papier  ni  encre. 

Cet  enseignement,  si  différent  de  celui  de  nos  collèges, 


(*)  Ces  reiiBeignamoiits  sur  les  premières  années  de  Terquem  sont  em- 
pruntés presque  textaellement  à  une  note  manvscrite  de  M.  Gerson  Levy, 
de  MeU. 

Bulleiin  mathémaii^ue,  t.  VIII.  (Novembre  1861.)  >  ^ 
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produisait  cependant  de  bons  résultats.  On  allait  dans 
ces  écoles  pour  apprendre  Thébreu,  et  Ton  y  apprenait 
rhébreu,  tandis  que  nos  savantes  analyses  grammaticales 
ou  logiques  parviennent  rarement  k  nous  faire  savoir  le 
latin  et  presque  jamais  le  grec.  A  part  le  patois  messin 
qu^il  avait  en  médiocre  estime,  M.  Terquem  approuvait 
assez  renseignement  des  écoles  rabbi niques.  II  pensait 
que  les  langues  s^apprennent  eu  lisant  beaucoup  et  en 
écrivant  peu^  contrairement  à  ce  qui  se  pratique  dans 
nos  collèges. 

A  Tâge  de  douze  ans,  Olry  fut  confié  à  un  hébraïsant 
versé  dans  les  études  talmudiques,  mais  qui  suivit  les 
*mèmes  errements  quant  au  mode  d'enseignement.  Ter- 
quem s'adonna  à  l'interprétation  du  Talmud  avec  une 
opiniâtreté  qui  ne  le  faisait  reculer  devant  aucun  obstacle. 
Il  m'a  avoué  depuis  que  cette  étude  lui  avait  donné  le 
goût  des  choses  difficiles.  C'est  pour  cette  raison  que  les 
parties  des  mathématiques  qui  exigent  la  plus  forte  con- 
tention d  esprit  furent  toujours  celles  qui  eurent  pour  lui 
le  plus  d'attrait. 

Il  arrive  souvent  qu'on  estime  ce  que  Ton  possède 
moins  pour  sa  valeur  intrinsèque  que  par  ce  qu'il  a  coûté 
à  acquérir.  Terquem  avait  aperçu  de  bonne  heure  le  dan- 
ger de  ces  rêveries  dont  le  Talmud  est  rempli  ('*')  :  il  Ta- 
vait  évité  et  il  le  signala  plus  tard  en  ces  termes  :  a  Rien 
n'est  contagieux  comme  les  folies  transcendantes  :  la  plus 
forte  intelligence  peut  y  faire  naufrage;  lorsqu'on  a 
longtemps  médité  sur  certaines  aberrations  abstruses  et 
qu'on  n'a  épargné  aucune  peine  pour  les  comprendre, 


(*)  «  Je  ne  connais  pas  M.  M.,  écrivait-il  en  1837,  mais  je  sais  qu'il  a 
passé  ou,  pour  mieux  dire,  qull  a  perdu  sa  jeunesse  dans  Tétude  la  plus 
stérile^  la  plus  niaise,  la  plus  soite^  la  plus  inepte^  la  plus  mbruUssamtCf  lors* 
qa*eUe  est  isolée: dans  Tétude  exclusive  du  Talmud.  »  (9*  lettre  tsarpha- 
tique,  p.  3oflt  3i.) 
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alors  par  rinstigation  de  T inévitable  démon  qui  a  nom 
amour^propre,  on  6nît  par  se  dissimuler  Textravagance 
de  ces  recherches,  par  en  proclamer  même  l'importance 
et  en  soutenir  la  réalité  ontologique  (*).  » 

Vers  1794?  Olï^y  Terquem  fut  pourvu  d'uo  précepteur 
de  langue  allemande;  voici  à  quelle  occasion.  L'aîné  des 
enfants,  Elie  Terquem,  fut  indûment  porté  sur  la  liste 
des  émigrés.  Pour  éviter  un  emprisonnement  et  une  con- 
damnation qui  en  était  presque  toujours  la  suite^  Elie  se 
réfugia  à  Trêves,  puis  à  Goblentz.  La,  mis  en  rapport 
avec  1  élite  de  la  population  israélite,  il  fut  frappé  de  Té- 
tendue  de  sou  savoir  et  chercha  k  importer  dans  son  pays 
et  dans  sa  famille  les  mêmes  moyens  d'étude.  Il  chercha 
et  fut  assez  heureux  pour  trouver  un  jeune  homme  in- 
telligent qui  voulut  bien  accepter  les  fonctions  de  précep- 
teur. Olry  Terquem  étudia  encore  avec  ce  jeune  homme 
la  langue  hébraïque,  mais  il  eulendit  pour  la  première 
fois  un  allemand  pur  et  contracta  le  goût  de  la  haute 
littérature  germanique. 

Dès  la  fondation  de  TEcole  Centrale,  Olry  Terquem 
fréquenta  assidûment  cet  établissement  qui  était  ouvert 
aux  enfants  de  tous  les  cultes.  11  y  fit  de  rapides  progrès 
dans  les  lettres  ^i  dans  les  sciences  :  mais  il  eut  de  grandes 
difficultés  à  vaincre.  Pendant  sa  première  enfance,  il  n'a- 
vait parlé  que  le  jargon  messin.  Jamais  dans  la  maison 
paternelle  on  ne  faisait  usage  de  la  langue  française.  De 
là  une  certaine  difficulté  à  s'exprimer  en  français,  qui  le 
rendait  timide  avec  ses  camarades  et  l'empêchait  de  former 
aucune  liaison  avec  eux.  Cet  isolement  tourna  au  profit 
de  ses  études,  mais  lui  fut  préjudiciable  dans  ses  examens. 
U  échoua  la  première  fois  qu'il  tenta  d'entrer  à  TEcole 
Polytechnique. 


C*)  Journal  de  if.  LiouvUle,  X.  VI,  p.  396. 
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A  celle  époque  (1800)  un  hasard  heureux  amena  à 
Metz  un  homme  éminent  par  son  savoir  :  versé  dans 
Tétude  des  langues  sémitiques,  philosophe  de  l'école  alle- 
mande, profond  géomètre,  Ensheim  devînt  non  le  maître, 
mais  l'ami  d'OIry  Terquem,  avec  lequel  il  entretint  une 
correspondance  pendant  toute  sa  vie. 

L'année  suivante,  Olry  se  présenta  de  nouveau  à  TEcole 
Polytechnique  et  y  fut  admis  dans  un  bon  rang,  le  9  bru- 
maire  an  X  (3i  octobre  1801).  A  la  fin  de  son  cours 
d'études,  il  fut  attaché  à  l'Ecole  en  qualité  de  chef  de 
diï^ision  ('*),  adjoint  aux  répétiteurs  d'analpe  et  de  méca- 
nique. Il  quitta  cet  emploi  le  19  avril  i8o4  pour  aller 
occuper  au  lycée  de  Mayence  la  chaire  de  mathématiques 
transcendantes.  A  cette  place  il  joignit  ^1  181 1  celle  de 
professeur  à  l'école  d'artillerie  de  la  même  ville.  Le  di- 
plôme de  docteur  es  sciences  lui  fut  accordé  d'office  et 
sans  examen  le  5  mars  18  j  a. 

En  18 14,  les  revers  de  nos  armes  contraignirent  Ter- 
quem à  quitter  Mayence.  L'Université,  qui  avait  su  ap- 
précier son  mérite,  lui  offrit  la  chaire  de  mathématiques 
spéciales  au  lycée  de  Rbeims  ;  mais  il  refusa  cette  place 
ainsi  que  celle  de  professeur  a  l'école  d'artillerie  de  Gre- 
noble. Terquem  voulait  rester  a  Paris,  où  son  ardente 
curiosité  pour  tous  les  genres  de  connaissances  devait 
trouver  plus  d'aliments.  C'est  alors  que  l'emploi  de  bi- 
bliothécaire au  Dépôt  d'Artillerie,  avec  le  titre  de  pro- 
fesseur attaché  au  Comité,  lui  fut  proposé. 

(*)  «  On  Toqlut  trouver  an  nouveau  iDoyén  de  police  e(  même  d'instroc- 
Uoo  dans  rétabliasemeot  de  deux  nouveaux  fonctionnaires  choisis  parmi 
les  élôves  qui,  ayant  terminé  leurs  cours  d'études,  n'étaient  pas  encore 
admis,  faute  de  places  Tacantes,  dans  les  écoles  des  services  de  leur  cfaoLu 
Sous  les  titres  de  chefs  surveillants^  ch^s  de  division,  sous-î^specteurt, 
chacun  d'eux  était  chargé  de  la  police  d'une  division  et  veillait  à  ce  que 
^es  chefs  de  brigade  remplissent  exactement  leurs  fonctions.  »  (Fooacr, 
H'stQire  de  i'Bcole  Pûlj technique,  p.  a/ji.  Paris,  |8a8.) 
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Cet  emploi  lui  convenait  trop  pour  qu'il  ne  l'acceptât 
pas  avec  empressement.  Il  le  remplit  jusqu'à  sa  mort 
avec  un  zèle  qui  ne  se  démentit  jamais.  Grâce  à  ses  judi- 
cieuses acquisitions,  la  bibliothèque  du  Dépôt,  qui  ne 
comptait  en  i8i4  que  3oo  ouvrages,  devient  bientôt  un  des 
établissements  les  plus  complets  en  son  genre.  Les  officiers 
d'artillerie  n'y  trouvaient  pas  seulement  des  livres,  mais 
encore  un  bibliothécaire  dont  l'inépuisable  complaisance 
mettait  à  leur  disposition  tous  les  renseignements  que 
pouvait  fournir  sa  prodigieuse  mémoire.  M.  le  général 
de  Bressoles  ('*'),  éloquent  interprète  du  corps  de  Tartil- 
lerie,  nous  représente  ainsi  Terquem  au  milieu  de  ses 
occupations  de  tous  les  jours  et  dans  ce  cabinet  où  avaient 
passé  deux  ou  trois  générations  d'officiers  :  ci  Son  cabi- 
net!... ainsi  s'appelait  cette  simple  salle  d'attente  de  la 
bibliothèque,  ouverte  à  tout  venant,  où,  toujours  debout 
comme  dans  un  autre  Portique,  appuyé  sur  un  carton  dé- 
formé, au-dessus  duquel  se  dessinaient  ses  traits  forte- 
ment accentués  et  sa  luxuriante  chevelure,  se  tenait 
notre  maître,  notre  oracle !...  Vous  l'eussiez  pu  deman- 
der à  nos  illustres  devanciers,  aux  Pemetiy«  aux  Valée, 
aux  Le  Nourry,  en  qui  Terquem  avait  trouvé  plutôt  des 
amis  que  des  chefs;  demandez-le  aujourd'hui  encore  à 
notre  savant  camarade  le  général  Piobert,  qui  passait 
auprès  de  lui  chaque  jour  ses  meilleures  heures,  tout  ce 
qu'il  y  avait  à  apprendre,  à  retenir  de  ces  intéressantes 
causeries,  où  l'érudiiion  était  tempérée  par  une  aménité 
parfaite  et  égayée  par  des  saillies  aussi  spirituelles  qu'o- 
riginales. » 

Les  archives  du  Comité  de  l'Artillerie  renferment  de 
nombreux  Rapports  de  Terquem  sur  des  sujets  que  le  Co- 
mité lui  renvoyait  et  des  analyses  d'ouvrages  concernant 


(*)  Diacoan  prononcé  aux  funérailles  de  Terquem. 
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l'art  militaire,  écrits  en  allemand  ou  dans  les  langues 
d'origine  germanique*,    services   importants  qui   furent 
récompensés  en  1828  par  la  croix  de  chevalier  de  la  Lé- 
gion d'honnetu*  et  en  i85a  par  celle  d'officier. 

Travailleur  infatigable,  îl  trouvait  encore  le  temps 
d'écrire  des  ouvrages  élémentaires  et  de  composer  des 
articles  pour  des  journaux  scientifiques  ou  religieux. 
Les  Lettres  tsarpli  a  tiques  sur  la  réforme  du  culte  ju- 
daïque, publiées  de  1821  à  1837,  excitèrent  une  vive  po- 
lémique dans  les  journaux  israéliles.  Comme  tous  ceux 
qui  proposent  des  réformes,  Terquem  eut  d'ardents  ad- 
versaires, dont  l'un  même  le  compara  à  un  ntonstrt 
vomi  par  P enfer.  A  ces  maladroites  injures,  Terquem 
opposa  des  raisons  de  bon  aloi,  aiguisées  par  la  plus  fine 
ironie.  En  général,  les  Lettres  isarphatiques,  écrites  d'un 
bout  à  l'autre  sur  le  ton  de  la  meilleure  plaisanterie, 
sont  d'une  lecture  très-attacbante. 

Nous  ne  croyons  pas  que  Terquem  ait  converti  un 
grand  nombre  de  ses  coreligionnaires;  il  ne  l'espérait 
pas  beaucoup  lui-même.  Il  publiait  ce  qu'il  croyait  être 
la  vérité:  c'était  son  devoir;  le  reste  ne  le  regardait  pas. 
D'ailleurs,  religieux  sans  fanatisme  et  sans  superstition, 
il  ne  haïssait  que  l'oppression  et  l'injustice  :  il  avait 
coutume  de  dire  que  pour  lui  tous  les  honnêtes  gens  étaient 
orthodoxes  et  tous  les  coquins  hérétiques  (*). 

En  184 1,  M.  Gerono,  désirant  fonder  un  journal  des- 
tiné aux  élèves  de  mathématiques  spéciales,  confia  sou 
projet  à  Terquem  et  lui  proposa  de  prendre  part  à  la  ré- 
daction des  Nouv^elles  Annales  de  Mathématiques.  Le 


(*)  Il  a  répété  celte  profession  de  foi  dans  une  lettre  adressée  au  rédac- 
teur de  la  Revue  de  l'Instruction  publique  (n*'  du  il  avril  1863).  11  ajou- 
tait :  «  Octogénaire,  sur  le  point  de  partir,  je  fais  celte  profession  sur  le 
bord  de  la  tombe.  » 


(8-) 
savant  bibliothécaire  s'associa  à  cette  entreprise  avec  une 
ardeur  qui  ne  s'est  jamais  démentie.  Pendant  vingt  an- 
nées, il  ne  cessa  de  prendre  connaissance  de  tout  ce  qui 
paraissait  d'important  sous  le  rapport  scientifique,  en 
France  et  à  Tétranger,  et  de  correspondre  avec  des  sa- 
vants de  tous  les  pay8.  Outre  un  grand  nombre  d'articles 
originaux,  les  Annales  contiennent  une  foule  d'extraits 
faits  par  lui  d'ouvrages  parus  h  l'étranger.  Bien  des  mé- 
thodes nouvelles  ont  trouvé  en  Terquem  un  zélé  propa- 
gateur; bien  des  talents  naissants  ont  reçu  de  lui  de  ces 
encouragements  si  décisifs  au  début  d'une  carrière. 

En  i855,  il  joignit  aux  Nouvelles  Annales  un  Bulle- 
tin  d 'Histoire^  de  Biographie  et  de  Bibliographie  ma- 
thématiques, utile  appendice  destiné  à  répandre  en  France 
le  goût  des  recherches  historiques. 

C'est  ainsi  que  toujours  travaillant,  s'instruisant  et 
instruisant  les  autres,  Terqurm  s'avançait  dans  la  vie, 
sans  que  son  ardeur  parût  diminuer  avec  les  années. 
Jouissant  d'une  modeste  aisance,  heureux  par  sa  fa- 
mille ('*'),  par  ses  amis,  par  ses  occupations  mêmes  qui 
faisaient  le  charme  de  sa  laborieuse  existence,  il  pouvait 
espérer  donner  un  de  ces  exemples  de  longévité  dont  l'his- 
toire des  sciences  offre  des  exemples.  Mais  sa  santé  reçut 
en  i86i  une  première  et  douloureuse  atteinte  qu'il  sup- 
porta avec  une  fermeté  stoïque.  Après  une  courte  inter- 
ruption, Terquem  reprit  ses  travaux,  sans  se  dissimuler 
que  le  terme  de  sa  vie  était  proche,  mais  sans  que  cette 


(")  Marié  ters  iSto,  Terquem  a  laissé  trois  fils  et  deux  ÛUes.  L*atné  des 
trois  fils  est  professeur  d'hydrographie  à  Duokerque;  les  deux  autres  sont 
officiers  d'artillerie.  Le  premier,  Paul  Terquem,  a  traduit  de  Tanj^lais 
la  Géographie phfsiijue  de  la  mer  et  de  Tallemand  la  Trigonométrie  lorodro' 
mique  de  Grunert.  Le  second,  Charlesi  est  auteur  de  plusieurs  Mémoires 
estimes  sur  les  canons  rayés.  Le  troisième,  Alfred,  est  sous-lieutenant 
éièTc  à  rÉcide  de  Metz. 
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perspective,  qui  n'avait  rien  d'effrayant  pour  lui,  6tit 
quelque  chose  h  la  sérénité  de  son  esprit,  a  cette  douce 
gai  té  qui  rendait  son  commerce  si  aimable.  Vers  la  fin 
d'avril  1862,  il  fut  pris  de  la  courte  maladie  qui  devait 
Tenlevcr.  Il  s'alita  le  2  mai,  le  6  il  n'était  plus. 

Le  8  mai,  un  nombreux  cortège  ('*')  de  parents  et  d'amis 
accompagnait  l'homme  de  bien  à  sa  dernière  demeure,  et 
l'un  de  ses  amis,  le  général  de  Bressoles,  faisait  en  quel- 
ques paroles  émues  l'éloge  de  ses  vertus  et  de  ses  talents  : 
((  Puisse,  dit  le  général  dans  ce  suprême  adieu,  puisse 
la  certitude  de  voir  son  nom  dignement  perpétué  dans 
Tarme  où  ne  cessera  de  le  protéger  une  mémoire  hono- 
rable, contribuer  à  adoucir  la  douleur  de  cette  patriar- 
cale famille,  de  cette  épouse  dévouée,  donnant  à  ses  en- 
fants l'exemple  du  courage  et  de  la  résignation,  ces  en- 
fants auxquels,  à  défaut  de  fortune,  leur  père  aura  laissé 
un  inépuisable  trésor  de  vertus  et  de  savoir  !  » 

Terquem  était  remarquable  par  un  ensemble  de  con- 
naissances qu'on  ne  trouve  presque  jamais  réunies  dans 
le  même  savant.  Profondément  versé  dans  l'étude  des 
langues  sémitiques,  il  possédait  encore  les  langues  clas- 
siques et  celles  d'origine  germanique.  Il  s'intéressait  k 
tous  les  travaux  de  l'esprit  et  se  tenait  au  courant  de  leurs 
plus  récents  progrès.  En  philosophie,  il  était  disciple  de 
Kant.  Mais  au-dessus  de  Kant  et  de  tous  ceux  qui  ont 
brillé  par  le  ^énie,  il  plaçait  trois  hommes  :  Aristote, 
Leibniz,  Voltaire. 

Les  derniers  travaux  de  Terquem  ont  été  consacrés  à 
l'étude  de  la  nature,  qu'il  considérait  comme  une  révéla- 

(*)  On  y  remarquait,  dans  Tordre  militai re,  MM.  les  généraux  Lebœuf, 
de  Broflsoles,  Piohert,  Courtois  d*Hurba1,  Masure,  Rougeoux;  les  colonels 
Emy,  de  Villegy,  Lassus,  BrunelyCtc.  ;  dans  Tordre  civil,  MM.  Chasles, 
Bienaymé,  Bertrand,  Vincent,  membres  de  TInstilut;  MM.  Catalan,  Ge- 
rono.  Le  Besgue,  Serret  ,profes8eurs,  etc. 


;*- 
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lion  permanente  de  celui  que  Platon  appelle  Véiernel 
géomètre.  Le  ^5  avril,  onze  jours  seulement  avant  sa 
mort,  il  écrivait  à  M.  Chasfes,  qui  lui  avait  prêté  le  traité 
de  Borelli,  De  motu  animaliuin  : 

«  Vous  iu*avez  appris  à  supporter  avec  patience  les 
jours  qu'il  me  reste  encore  à  passer  ici.  L'ouvrage  de 
Borelli  est  un  petit  chef-d'œuvre  qui  me  pi*ocure  des 
heures  délicieuses.  On  voit  l'avantage  qu*il  y  a  aux  ana- 
tomistes  d'être  géomètres.  Il  est  à  désirer  qu'on  fasse 
sur  le  même  plan  une  nouvelle  édition  de  V jinatomie 
^rfc^cn/î^iVedeRicherand.  Ce  serait  une  excellente  acqui- 
sition. Malheureusement  nos  anatomistes  sont  peu  géo- 
mètres et  nos  médecins  sont  de  faibles  chimistes.  Dieu, 
qui  améliore  tout,  amènera  quehjue  perfection  dans  ces 
sciences.  Je  crois  que  l'intelligence  humaine  approche 
asymptotiquernent  de  l'intelligence  divine.  Espérons!  Je 
rendrai  compte  de  cet  ouvrage  dans  mon  Bulletin,,.  » 

Les  dernières  pensées  de  Terquem  furent  donc  pour 
^Dieu  et  pour  la  science.  On  ne  pouvait  mieux  terminer 
une  vie  consacrée  tout  entière  à  la  recherche  et  à  la  pro- 
pagation de  la  vérité.  E.  Prouhet. 
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les  fils  de  Tauteiir  (Comptes  fendus,  t.  LV,  p.  6io3). 
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